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Avant-propos

Ce manuel est dédié aux tests paramétriques de comparaison de populations.

Comparaison de populations. Stricto sensu, les tests de comparaisons de populations cherchent a déter-
miner si K (K > 2) échantillons proviennent de la méme population relativement a la variable d'intérét. Nous
sommes dans le cadre de la statistique inférentielle : a partir d'échantillons, nous tirons des conclusions sur la
population. Au dela de ces aspects purement théoriques, les applications pratiques sont nombreuses. Un test

de comparaison répond a des questions tres concretes :

— Vérifier que la teneur en sel du hamburger de la marque A est différente de celle de la marque B.
Pour cela, on réalise un prélevement dans les différents restaurants de chaque marque. On compare les
moyennes des teneurs en sel de chaque type de hamburger (cf. comparaison de moyennes, échantillons
indépendants).

— Evaluer la réduction de la variabilité des pieces produites par une machine en introduisant de nouvelles
normes de qualité (cf. comparaison de variances).

— Dans un couple marié, composé de 2 personnes actives, I'homme a-t-il un salaire plus élevé que sa

compagne (cf. comparaison sur échantillons appariés).

On peut aussi considérer la comparaison de populations sous I'angle de I'étude de la liaison entre une
variable catégorielle et une variable continue. Par exemple, pour les habitations, on veut analyser |'effet du
type de chauffage utilisé et le montant de la facture annuelle. Ou encore, analyser le role bénéfique de différents
additifs de carburants sur la consommation des véhicules. Dans ce cadre, la variable catégorielle sert a définir

les sous populations, la variable continue correspond au caractére que I'on cherche a étudier.

Paramétrique. On parle de tests paramétriques lorsque I'on fait I'hypothése que les variables qui décrivent
les individus suivent une distribution paramétrée. Dans ce support, nous analyserons principalement (mais pas
seulement) le cas des variables continues gaussiennes. Les paramétres sont estimés a partir des échantillons
et, dans ce cas, les tests reviennent simplement a les comparer puisqu'elles définissent de maniére non ambigué
la distribution. Ainsi, concernant la distribution gaussienne, les tests porteront essentiellement sur la moyenne
et I'écart type. L'hypothése de normalité n'est pas aussi restrictive qu'on peut le penser, nous en discuterons

de maniére détaillée plus loin.
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4 Avant-propos

Cet ouvrage se veut avant tout opérationnel. Il se concentre sur les principales formules et leur mise en
oeuvre pratique avec un tableur (j'y reviendrai plus bas). Autant que possible nous ferons le paralléle avec
les résultats fournis par les logiciels de statistique. Nous invitons le lecteur désireux d'approfondir les bases
de la statistique inférentielle, en particulier la théorie des tests, a consulter les ouvrages énumérés dans la

bibliographie.

Un document ne vient jamais du néant. Pour |'élaborer, je me suis appuyé sur différentes références, des
ouvrages, mais aussi des ressources en ligne qui sont de plus en plus présents aujourd’hui dans la diffusion de
la connaissance. Les seuls bémols par rapport a ces documents en ligne sont le doute que |'on pourrait émettre
sur I'exactitude des informations prodiguées, mais la plupart de leurs auteurs sont des enseignants-chercheurs
qui font sérieusement leur travail ; une disponibilité plus ou moins aléatoire, au gré des migrations des serveurs
et de la volonté de leurs auteurs, auquel il est trés difficile de remédier; les informations sont disparates, avec
une absence d’organisation, a la différence des ouvrages qui suivent une ligne pédagogique trés structurante.
Néanmoins, ces ressources en ligne renouvellent profondément le panorama des documents disponibles pour

les enseignements. La gratuité n'est pas le moindre de leurs atouts.

Concernant ce support de cours, rendons a César ce qui lui appartient, il a été en grande partie inspiré par

les références suivantes :

1. Pour les tests univariés : le manuel Engineering Statistics Handbook du NIST, disponible en ligne
http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/index.htm, en particulier le chapitre 7 "Product
and Process Comparisons". Ce site est d'autant plus remarquable que les techniques présentées
sont programmées dans le logiciel DATAPLOT qui fait référence auprés des statisticiens (http:
//www.itl.nist.gov/div898/software/dataplot/document.htm).

2. Pour les tests multivariés : le cours en ligne de S. Rathbun et A. Wiesner du PennState University, "Ap-
plied Multivariate Statistical Analysis (STAT 505)", https://online.stat.psu.edu/statprogram/
statb05, onglet “Online Notes”

3. De maniére plus globale, I'ouvrage de Howell [7]. Voila un document que je trouvais initialement un
peu bavard, voire rebutant pour le fanatique des formules que je suis. En insistant un peu, aprés
plusieurs relectures, je me suis rendu compte de la richesse extraordinaire du texte, du recul serein de
I'auteur par rapport aux techniques, et de la profusion exceptionnelle des références bibliographiques.
Le site Web associé a 'ouvrage “Statistical Methods for Psychology” (en anglais) (https://www.uvm.
edu/~statdhtx/methods8/) propose différentes ressources : les données utilisées dans le texte, les

corrections des exercices, les erratum, des liens vers d'autres sites relatifs aux techniques statistiques.

(Commentaire a I'occasion de I'édition de la version 1.3, Juin 2025) L'utilisation du tableur! peut paraitre
anachronique. Des logiciels tels que R, puis Python, ont pris une place considérable dans nos enseignements

ces dernieres années, au point d'étre érigés en dogmes absolus parfois. L'évolution est certes plutot positive a

1. EXCEL en ce qui me concerne, mais j'aurais pu tout aussi bien utiliser CALC de LibreOffice ou OpenOffice
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Avant-propos 5

bien des égards. Je n'ai aucun probléme a le reconnaitre. Mais, elle induit également des effets pervers dans
|"assimilation des méthodes de statistique et de machine learning. Les étudiants se contentent d'exécuter un
peu mécaniquement les fit() et fit_transform() sans vraiment s'intéresser a la nature des calculs. Avec I'idée
que tout va bien tant qu’il n'y a pas de warnings ou de messages d’erreurs. Quand je demande un traitement
un tant soit peu complexe, leur premier réflexe est de faire un Google pour voir s'il n'existe pas un package qui
fait directement le travail. Le phénomeéne est encore plus inquiétant depuis qu'ils se contentent de recopier du
code généré par une "IA générative" de type "ChatGPT". Voila un nouvel écueil dans notre métier d'enseignant.
Aprés moult réflexions, j'ai décidé de maintenir I'usage du tableur pour ses vertus pédagogiques?, quelle que
soit la matiére (liée au traitement de la data bien siir), au moins durant la phase d'initiation lorsque nous
entamons les TP sur machine a l'issue des CM. Ainsi, les étudiants auront I'obligation de regarder en détail les
formules mathématiques associées aux méthodes pour les comprendre et étre en mesure de les reproduire sur

les données. Ensuite seulement nous utilisons les outils et packages qui font référence dans le domaine étudié.

Ainsi, pour ce qui concerne ce manuel, le fichier Excel “comp_pop_tests_parametriques.xls” qui
contient I'ensemble de nos calculs est accessible en ligne® (les contenus des feuilles du classeur sont décrites
en annexes, chapitre C). Le lecteur peut s'y référer pour retracer dans le détail les formules et les applications

numériques.

Mais, comme je ne suis pas sectaire, des didacticiels décrivant la mise en oeuvre sous R (chapitre D) et
Python (chapitre E) des principales techniques mises en avant dans ce manuel sont disponibles en annexes.
Nous constaterons d'ailleurs que nous retrouvons a I'identique les résultats calculés a I'aide du tableur (qui

ont été calibrés a I'aide d'outils tels que SAS ou SPSS, soyons honnétes).

Enfin, selon I'expression consacrée, ce support n'engage que son auteur. Toutes suggestions ou commen-

taires qui peuvent en améliorer le contenu sont bienvenus.

Ricco Rakotomalala

Juin 2025

2. Le site Excel'ense / MODULAD - http://www-rocq.inria.fr/axis/modulad/excel.htm — est une merveille.
3. Classeur accessible sur la page — https://cours-machine-learning.blogspot.com/p/ouvrages.html
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Table des matieres 1

Concernant I’hypothese de normalité

L'hypothése sous-jacente de normalité n'est pas aussi restrictive qu'on peut le penser disions nous plus

haut. Il y a plusieurs raisons a cela :

— Tout d'abord, il est possible de transformer les variables de maniére a se rapprocher de la loi normale.
Les fonctions les plus connues sont le log ou la racine carrée. Avec les fonctions de Box-Cox, nous
disposons d’outils paramétrables qui nous permettent de réaliser au mieux I'opération [11].

— Certains tests sont robustes c.-a-d. méme si I'on s’écarte légerement des hypotheses sous-jacentes ini-
tiales, ils restent valables. Il faut vraiment que la violation soit patente (distributions trés dissymétriques
ou bimodales) pour que la procédure ne soit pas opératoire. D'autres en revanche ne sont pas robustes
du tout, les tests d'égalité des variances de Fisher et de Bartlett par exemple s’effondrent totalement
dés que I'on s'écarte, méme légérement, de la distribution gaussienne. Nous distinguerons clairement
les différences de comportement dans notre texte.

— Lorsque les effectifs augmentent, le théoréme central limite joue a plein. En effet, il stipule que la
somme de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées tend vers la loi normale*. De
fait, les statistiques composées a partir d'une somme de variables aléatoires, la moyenne mais aussi la
proportion, tendent vers la loi normale dés que les effectifs sont suffisamment élevés (de I'ordre de 30
en pratique), quelle que soit la distribution initiale sous jacente. Ce résultat élargit considérablement
le champ d'action des tests que nous présenterons dans ce support de cours. Ce qui explique d'ailleurs

leur popularité dans la pratique.

Bien entendu, si aucune des conditions ci-dessus ne sont réunies, il est inutile de s’entéter. On se tournera

avantageusement vers les tests non paramétriques. lls font I'objet d'un support spécifique [12].

Notations

Les données proviennent de K échantillons 2, (kK =1,...,K). La variable X est notée en majuscule, la
valeur pour I'observation n°i est notée x; en minuscule. Parfois, il sera nécessaire de trier les valeurs, dans
ce cas la série triée sera notée x(;) c.-a-d. x(y) correspond a la plus petite valeur. L'effectif global est n, les

sous-échantillons comportent nj observations, avec n =ny + ...+ ng.

La moyenne théorique (resp. estimée) est notée y (resp. z = = > | ;).

L'écart type théorique (resp. estimée) est notée o (resp. s = /=3, (z; — 2)2).

Toutes les statistiques conditionnelles, associées aux sous-populations, sont indicées par k (ex. la moyenne
théorique de la sous-population n°1 sera u1, etc.). La valeur de I'individu n°i dans |'échantillon (2, sera notée
Tik

Sauf mention contraire, nous choisirons comme seuil de signification o = 5% pour tous les tests de ce
support.

4. Voir https://en.wikipedia.org/wiki/Central_limit_theorem
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2 Table des matieres

Données

L'analyse d'un fichier de demandeurs de crédits servira de trame dans ce support. Nous |'utiliserons pour
illustrer les différents tests que nous présentons. Il comporte n = 50 observations. Chaque ligne correspond
a un ménage composé d'un homme, d'une femme et éventuellement des personnes a charge (les enfants

principalement). Les variables sont les suivantes (Figure 0.1) :

Numéro |Sal.Homme|Sal.Femme| Rev.Tete Age Acceptation| Garantie.Supp| Emploi
1 7.92 772 742 369 oui hypotheque cdd
2 7.97 7.49 776 3.689 oui caution cdd
3 5.97 710 B.35 353 non non cdd
4 7.85 738 724 3.78 oui caution cdd
5 6.67 6.76 5.46 378 oui hypotheque cdd
5] E.B9 B.51 E.72 416 non hypotheqgue cdd
7 729 693 B.43 3.37 oui hypotheque cdd
8 753 7.51 7.52 399 oui hypotheque cdd
g 748 725 B.46 347 oui nan cdi
10 727 6.60 B.59 3.30 oui hypotheque cdi
1 7.28 747 5.97 356 oui non cdi
12 g.40 8.07 7.84 376 oui caution cdi
13 746 B6.79 B.26 3.40 oui hypotheque cdi
14 0.42 8.01 783 347 oui non cdi
15 7.3 744 742 3.8 hoh nan cdd
16 747 7.58 7.83 3.78 oui non cdi
17 7.B6 7.50 7.29 364 oui hypotheque cdi
18 5.53 7.08 6.03 374 oui hypothegue cdi
19 6.98 729 B.74 383 non hypotheque cdd
20 7.80 7.38 761 397 oui hypotheque cdi
21 767 7 B3 7.2 387 oui hypothegue cdi
2 7.28 7058 77 3.30 oui caution cdi
23 7A7 6.86 b.62 3.40 non hypotheque cdd
24 742 725 B.42 3.40 hoh nan cdd

[ 25 753 777 7.40 376 oui hypotheque cdi
26 7.33 714 7.24 318 oui hypotheque cdi
27 5.02 6.03 2.1 3.26 oui hypothegue cdi
25 7.63 777 579 3.66 oui non cdi
29 E.18 6.40 5.30 4.08 oui non cdi
30 787 753 B.B3 3.43 oui nan cdi
31 7.36 778 6.90 374 oui hypotheque cdi
32 8.03 794 729 3178 oui non cdi
33 5.46 8.12 5.30 369 oui hypothegue cdi
34 6.64 712 6.2 3.50 oui hypotheque cdi
35 7.92 792 b.62 3.66 oui non cdi
36 7.4 720 B.26 3.78 han hypotheque cdd
37 713 6.85 6.05 3.85 non caution cdd
38 743 720 7.32 4.11 oui hypotheque cdi
] 8.78 8.58 8.69 378 oui han cdi
40 §.28 7.88 765 374 oui hypotheque cdi
41 6.31 6.57 575 3.66 non hypotheque cdd
42 748 B6.97 726 3.74 han hypotheque cdd
43 745 6.96 6.55 3.37 non hypotheque cdi
44 7.69 71 744 416 non hypotheque cdi
45 744 718 B.91 378 hoh han cdi
46 747 724 6.45 3.66 oui hypotheque cdi
47 817 8.23 8.23 3.95 oui non cdi
43 7.40 729 735 3.09 han hypotheque cdi
45 7.26 6.81 7.06 4.16 non non cdi
50 7.50 716 7.35 4.08 non hypotheque cdi

Fig. 0.1. Fichier des demandeurs de crédits

1. Le logarithme du salaire de I'homme (Sal.Homme);

2. Le logarithme du salaire de la femme (Sal.Femme);

3. Le logarithme du revenu par téte (Rev.Tete). Le revenu par téte correspond au revenu du ménage
(salaire homme + salaire femme) divisé par le nombre de personnes;

4. Le logarithme de I'dge de I'homme (Age);

5. L’accord du crédit par I'organisme préteur (Acceptation - 2 modalités) ;

6. La garantie supplémentaire demandée a I'emprunteur (Garantie.Supp - 3 modalités).

Page: 2 job: Comp_Pop_Tests_Parametriques macro: svmono.cls date/time: 17-Jun-2025/7:11



Table des matieres 3

7. Le type d'emploi occupé par I'emprunteur (la personne inscrite en premier dans le formulaire de demande

c.-a-d. la personne de référence) (Emploi - 2 modalités)

Nous avons pris les logarithmes pour les variables continues de maniere a corriger une asymétrie a gauche.
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Partie |

Tests pour échantillons indépendants
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Pour obtenir des échantillons indépendants, il y a 2 maniéres de procéder :

1. Dans chaque sous population, on décide de prélever nj, observations. Dans ce cas, la valeur ny, résulte de
la décision du statisticien, il ne refléte pas a priori la taille relative {2;. Parfois, il est décidé arbitrairement
que ny = ny = --- = ng afin d’améliorer |'efficacité ou la robustesse de certains tests (voir par exemple
I’ANOVA a 1 facteur).

2. On effectue un prélevement aléatoire dans la population globale, puis on se sert d'une variable catégo-
rielle pour distinguer les observations relatives a chaque sous population. Nous avons également affaire
a des échantillons indépendants dans ce cas, a la différence que cette fois-ci la fréquence f = =&

reflete la taille relative de (2;.

Pour nous, qu'importe le mode de tirage, il faut simplement qu'une observation quelconque de {2 n'ait
aucun lien particulier avec une observation de {2; (j # k). Les échantillons sont indépendants de ce point

de vue.

De méme, mais est-ce nécessaire de le préciser, toutes les observations dans chaque sous échantillon doivent

&tre indépendants et identiquement distribuées (i.i.d.).
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Comparaison de moyennes

1.1 Estimation de la moyenne et théoréme central limite

Avant de rentrer dans le vif du sujet, penchons nous un instant sur une propriété remarquable de la moyenne,

estimateur sans biais de |'espérance mathématique.

Soient X7, Xo, ..., X, des variables aléatoires (v.a.) indépendantes de méme loi de répartition, d'espérance

1 et de variance 2. Alors la v.a.

S

X

n
>ox
=1

est de moyenne et variance

E(X)=p

[~}

n
Concernant les distributions,

— si X suit une loi normale A/(p, o) alors la loi exacte de X est M (y, ﬁ) ;
— si X suit une loi quelconque, en vertu du théoréme central limite, lorsque n — +o00, alors X tend

vers la loi normale. En pratique, dés que n > 30, I'approximation devient effective.

Cette propriété, remarquable, élargit considérablement le champ d'application des tests de comparaison de
moyenne que nous présentons dans ce chapitre. La restriction imposée par I'hypothése de normalité sous-jacente

de X est levée. Dés que n est suffisamment élevé, la quantité Z avec

_ X

g

vn

A

Suit une loi normale centrée réduite, quelle que soit la loi de X.
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10 1 Comparaison de moyennes

Cas ou I'écart type o de X n’est pas connu

Si nous ne disposons de la vraie valeur de |'écart type, nous utilisons |'estimateur sans biais s de o avec

1

n—1 ;(l‘l —{f,‘)2

S =
Dans ce cas, le rapport

_X—un

S

v

T

Suit une loi de Student 7(v) a v = n — 1 degrés de liberté. On remarquera que lorsque n — +o0, la

distribution de Student se confond avec la loi normale.

Ces résultats sont importants, nous en ferons largement usage dans ce qui suit.

1.2 Comparaison de 2 moyennes

Notre variable d'intérét est X. Nous souhaitons comparer la moyenne de X dans 2 sous populations. Le

test d'hypothéses s'écrit :

Ho : p1 = po
Hy:py # po

Le test peut étre unilatéral a gauche ou a droite. Le schéma global reste le méme, la statistique du test et

les degrés de liberté sont identiques. Seule la région critique sera modifiée.

Soient 2 échantillons (21 et (2 prélevés a partir de 2 sous populations. Nous formons les moyennes

conditionnelles empiriques :

1 &
T =— E Tik k= 1a 2
ny, 4
=1
Le test de comparaison de 2 moyennes consiste a confronter les quantités estimées x; et o en tenant

compte de la dispersion (variance) des valeurs dans chaque sous-groupe. Les calculs difféerent selon les hypo-

theses relatives aux variances conditionnelles.
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1.2 Comparaison de 2 moyennes 11

1.2.1 Cas des variances connues

Le cas ol les variances sont connues dans les sous-groupes est purement théorique. Pourtant la trés grande
majorité des présentations du test de comparaison de moyennes commencent par cette configuration. En effet,

elle comporte tous les éléments de compréhension du test de comparaison de 2 moyennes.

Nous formons I'écart D = X; — X,. L'espérance de D est

E(D) = p1 — pi2

Les échantillons étant indépendants, sa variance est obtenue directement avec

V(D) = V(X1 — X2)

2 2
o g
1 2
_— + =
ny Up)

Sous Hy : 1 = pe, la statistique du test de comparaison de moyenne devient

g-P_ D _ XX (1.1)
0D V(D) 95 + o3
ny no

Puisque X est distribuée normalement, Z I'est également. Pour un test bilatéral, la région critique du test

(rejet de Hy) s'écrit

RC.:|Z| > u1-g

u1-g est le quantile d'ordre (1 — §) de la loi normale centrée réduite.

1.2.2 Cas des variances égales
Statistique du test

Dans la pratique, nous ne connaissons pas les valeurs oy, il nous faut les obtenir a partir des données, nous

utilisons les estimateurs non biaisés

R
sp = > (win — 21)?
=1

nk—l
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12 1 Comparaison de moyennes

Si I'on fait I'hypotheése que les variances sont identiques dans les sous-groupes, nous pouvons produire un

estimateur synthétique de la variance s? avec

2 (m—Dst+(ny — 1)sj
ny+no—2

La statistique du test devient
D X - X
T=—=-21_22 (1.2)
G 1 1
Posyar

Sous Hy, elle suit une loi de Student T(v) a v = (n1 + ns — 2) degrés de liberté.

Pour un test bilatéral, la région critique est analogue a la précédente :

RC.:|T| > t1-a(v)

ol t1—g (v) est le quantile d’ordre 1 — (v) de la loi de Student.

Il faut bien comprendre le mécanisme que recele cette formulation. A écart égal entre les moyennes, plus
la variabilité des valeurs sera faible, plus nous serons emmenés a rejeter I'hypothése nulle : les distributions
conditionnelles se démarquent plus fortement méme si le paramétre de localisation (la moyenne) n'est pas

modifié.

Application numérique : comparaison des salaires

Concernant les demandes de crédit (Figure 0.1), un expert financier affirme que I'accord des banques est
subordonné au salaire de la femme dans le ménage. Nous souhaitons vérifier cette hypothése en comparant
le logarithme du salaire moyen des femmes dans les deux groupes : ceux qui se sont vus refuser leur crédit

(acceptation = non, groupe 2), et ceux qui ont obtenu un accord (acceptation = oui, groupe 1).
Statistiques descriptives

Avant toutes choses, notre premier réflexe est de réaliser des statistiques descriptives. On ne mesure jamais
assez la foule d’enseignements que I'on peut en tirer. Quelques graphiques bien sentis font largement autant
que des calculs compliqués. lls permettent de délimiter la portée des résultats numériques. Bien souvent
on pourrait méme les substituer aux tests, notamment lorsque les effectifs sont trés élevés et que les tests

statistiques ont tendance a conclure systématiquement au rejet de |'hypothese nulle.

L'outil le plus simple est certainement la boite a moustaches conditionnelle. Nous avons idée a la fois des
parametres de localisation et de dispersion des variables dans chaque sous groupe. De plus, nous pouvons

détecter visuellement les éventuels points atypiques (Figure 1.1).

Plusieurs résultats sautent aux yeux :
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1.2 Comparaison de 2 moyennes 13

Distribution des salaires selon I'acceptation

e
<«
<
<o
e
~
<
-
o
o
= o
«

Fig. 1.1. Boites a moustaches des salaires féminins selon |'acceptation

— La distribution des salaires féminins chez les crédits acceptés semble décalée (vers les valeurs élevées).

— La dispersion parait un peu plus forte aussi. L'égalité des variances est sujette a caution. Notre idée
justement est de comparer les résultats obtenus en intégrant ou non cette hypothése.

— Il 'y a un point suspect chez les crédit acceptés. Apres auscultation du fichier, il s'agit de |'observation
n°27, les deux personnes ont des revenus sensiblement plus faibles que les autres, y compris en ce qui
concerne le salaire de la femme. Pourtant, ils se sont vu accorder leur crédit. Nous ne céderons pas a
la tentation de supprimer cette observation. Toutefois, nous n'oublierons pas cette information par la

suite. Elle peut avoir des conséquences sur les résultats des tests®.

Test de comparaison de moyennes

A l'aide de l'outil "tableau croisé dynamique" d'EXCEL, nous calculons les effectifs, les moyennes et
les écarts type dans chaque groupe (Figure 1.2) : nous obtenons ny = 34, z; = 7.4394 et s; = 0.5483
(resp. ny = 16, To = 7.0331 et s, = 0.2615). A partir de ces résultats, nous pouvons compléter le test de

comparaison :

— L'écart entre les moyennes est D = 7.4394 — 7.0331 = 0.4063

— L’estimation de I'écart type commun (la racine carrée de la variance intra-classes)

= 0.4775

. \/(34 —1) x 0.54832 + (16 — 1) x 0.26152
B 34+16 — 2

1. Lorsque ces "anomalies" prennent de I'ampleur, on peut s'interroger sur les méthodes a utiliser. Le passage aux
techniques basées sur les rangs, les tests non paramétriques, permettrait par exemple de gommer ce type de scories
et présenter des résultats plus crédibles. C'est ce type d'interrogations que doivent nous emmener les statistiques

descriptives.
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14 1 Comparaison de moyennes

A B € D
1
2
3 Données -]
4 |Acceptation w |Mombre de SalFemme Moyenne de Sl Femme2 Ecartype de Sal Femmed
5 |oui 34 7.4324 0.5483
6 |non 16 7.0331 0.2615
7 |Total a0 7.3094 0.5099
g
9 Test de comparaison de moyennes - Variances égales
10
11 [Ecart (O [ 0.4053]
12
13 2 0.2280
14 s 0.4775
15
16 [SigraiD 0.1448]
17
18 T 2.8063
19 ddl 45
20
21 t_0.975(48) 2.0106
22 pvalue 0.0072

Fig. 1.2. Comparaison des salaires féminins selon I'acceptation du crédit - Variances égales

— Nous pouvons en extraire |'estimation de |'écart type de D avec 6p = 0.4775 x :,%4 % =0.1448

. . - _ 0.4063 _
— Finalement, nous produisons la statistique du test 7' = g7 = 2.8063

— Le nombre de degrés de liberté est v =34 + 16 — 2 = 48

— Au risque « = 5%, nous devons comparer T' avec le seuil ¢ g975(48) = 2.0106, les données ne sont pas
compatibles avec I'hypothése d'égalité des moyennes. Apparemment, I'accord de crédit des banques est
bien subordonné au salaire de la femme. Nous aboutissons bien entendu a la méme conclusion si nous

nous référons a la probabilité critique du test (p-value = 0.0072).

Robustesse du test de comparaison de moyennes

Un écart modéré par rapport a la normalité des distributions ne perturbe pas (trop) le test de comparaison de
moyennes, surtout si les distributions conditionnelles sont symétriques. Si les distributions sont dissymétriques,
mais qu’elles le sont de la méme maniére dans les sous-groupes, le test de Student s'applique quand méme.

Lorsque les effectifs sont élevés, le théoréeme central limite balaye toutes les hésitations.

En toute rigueur, le test de comparaison de moyenne devrait étre précédé par un test de comparaison de
variances. En effet, nous émettons une hypothése d’homoscédasticité, les variances sont identiques dans les
sous-groupes, elle doit étre vérifiée. En pratique, il semble que ce ne soit pas nécessaire dans la grande majorité
des cas, sauf violation flagrante visible dans les statistiques descriptives. Un écart modéré par rapport a cette

hypothése n'est pas problématique, ceci d'autant plus que les effectifs sont équilibrés c.-a-d. ny ~ no.

En revanche, lorsque les effectifs sont déséquilibrés, nq trés différent de no, on privilégiera plutbt le test

de la section suivante.
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1.2 Comparaison de 2 moyennes 15

1.2.3 Cas des variances inégales

Statistique du test, estimation de la variance et degrés de liberté

Lorsque nous nous affranchissons de I'hypothése d’homoscédasticité, le schéma global reste d’actualité,
notamment |'utilisation de I'écart D, la distribution de Student et la définition de la région critique. En

revanche, il nous faut produire 2 nouveaux éléments importants :

1. L'estimation 6p de |'écart type de D, elle devient maintenant

. st 53

op = -

ny na

2. Un calcul approprié des degrés de liberté v avec
(ﬁ ﬁ)z
_ ni na
Ppp— . (13)
“1 °2
nf(nlfl) ng(ngfl)

Cette formule est appelée "équation de Welch-Satterthwaite" 2. Il en existe des variantes plus précises si

on se référe a la littérature (voir [7], page 226), mais les logiciels implémentent principalement celle-ci.

Application numérique : comparaison des salaires selon |I’acceptation

Reprenons notre exemple de la section précédente, nous introduisons ces nouvelles informations dans la

feuille EXCEL (Figure 1.3) :

— La partie haute de la feuille de calcul n’est pas modifiée, nous avons toujours D = 7.4394 — 7.0331 =
0.40629

y . . . rr s . A 32 3 2
— L'estimation de la variance est modifiée maintenant, avec 67, = 93183 4 02615 — (01312, et

op = +/0.01312 = 0.11452

— La statistique du test de devient 7" = 2:10629

0.11452
I'hypothese d'égalité des variances (nous avions 7' = 2.08063).

= 3.54760. Largement plus élevée que celle obtenue sous

— Voyons ce qu'il en est des degrés de liberté pour pouvoir statuer sur la conclusion du test. Nous

décomposons la formule 1.3, nous obtenons le numérateur

0.5483%  0.26152
A= 2 =0.000172
( eV + 16 ) 0.00017
et le dénominateur
0.5483* 0.2615*

= = 0.000004
32 x (34—1) 162 x (16—1)
Par conséquent, v = % = 47.96

2. http://en.wikipedia.org/wiki/Welch-Satterthwaite_equation

Page: 15 job: Comp_Pop_Tests_Parametriques macro: svmono.cls date/time: 17-Jun-2025/7:11



16 1 Comparaison de moyennes

A B C ]
1
2
3 Données -]
4 |Acceptation w |Mombre de SalFemme Moyenne de Sal Femme2 Ecartype de Sal Femmes
& loui a4 7.4394 05483
& |nan 16 7.0331 0.2615
7 [Total 5] 7.3004 0.5099
g
9 Test de comparaison de moyennes - Variances inégales
10
11 [Ecart (D) [ 0.40529]
12
13 [Sigma*2(D) [ 0.01312]
14 [SigrmalDy | 0.11452]
15
16 [T [ 354760
17
18 A 0.000172
19 B 0.000004
20 ddl 47 96
21
2 [t D.975047) [ 2.01174]
23 [t 0.975048) | 2.01063]
24
25 EETESE 2.010635]

Fig. 1.3. Comparaison des salaires féminins selon I'acceptation du crédit - Variances inégales

— Le seuil critique de la loi de Student au risque o = 5% n'est pas défini pour ces degrés de liberté. Il
nous faut donc passer par une interpolation linéaire pour I'obtenir. Sachant que tg.975(47) = 2.01174
et t.975(48) = 2.01063, le véritable seuil critique sera

47.96 — 47

x (2.01063 — 2.01174) 4+ 2.01174 = 2.01068

— Puisque |T'| = 3.54760 > t0.975(47.96) = 2.01068, nous rejetons I'hypothése d'égalité des salaires

selon I'acceptation du crédit au risque a = 5%

C'est un peu le canon pour tuer la mouche tout ca. Nos effectifs étant relativement importants3, les

résultats sont trés similaires que |'on intégre ou non une estimation commune de la variance.

A |'usage, on constate que tenir compte de I'inégalité des variances n'est vraiment déterminant que pour les
effectifs déséquilibrés* c.-3-d. avec n, tres différent de ny. Certains auteurs® précisent méme que I'on devrait
toujours utiliser la variante pour variances inégales dés que n; et n, sont trés différents, quand bien
méme le ratio entre la plus grande et la plus petite variance n'excéderait pas 1.5. Procéder préalablement a un
test de comparaison de variances pour choisir la procédure adéquate de comparaison de moyennes est illusoire

dés lors que les effectifs sont déséquilibrés.

3. Nous nous rapprochons de nj; > 20,Vk ; voir [14], page 342
4. http://en.wikipedia.org/wiki/T-test
5. Zimmerman, D. W. (1996). Some properties of preliminary tests of equality of variances in the two-sample location

problem, Journal of General Psychology, 1996, 123, 217-231
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1.3 Comparaison de K (K > 2) moyennes - ANOVA a 1 facteur 17

Remarque 1 (Une régle de décision conservatrice... mais plus simple). Notons qu’il est possible d’adopter
une démarche conservatrice. Elle consiste a choisir v = min(n; — 1,n2 — 1) = min(34 — 1,16 — 1) = 15.
Dans notre cas, tg.975(15) = 2.1315, nous aboutirons quand méme au rejet de ’hypotheése d’égalité des
moyennes. Nous gagnons en simplicité ce que nous perdons en précision, il faut tout simplement étre

conscient (et en tenir compte) que ce faisant nous favorisons 'hypothese nulle.

1.3 Comparaison de K (K > 2) moyennes - ANOVA a 1 facteur

1.3.1 Comparaison de K (K > 2) moyennes

L’ANOVA (analyse de variance) est une généralisation de la comparaison de moyennes a K sous populations.

Les échantillons sont indépendants. Les hypothéses nulles et alternatives s'écrivent maintenant

HO:N1:H2:'.‘:ALK

H; : Au moins deux moyennes sont différentes

Les hypothéses sous-jacentes sont : (1) X est distribuée normalement et (2) les variances dans les sous

groupes sont identiques (homoscédasticité).

L'’ANOVA est une vraie généralisation au sens ou, pour K = 2, nous retrouvons exactement le test de

Student de comparaison de 2 moyennes avec égalité des variances dans les sous populations (section 1.2.2).

Les applications sont nombreuses. |l peut s'agir d'une véritable comparaison : par exemple, on cherche a
comparer la teneur en sel réelle de différents marques de sandwich disponibles dans les distributeurs automa-

tiques ; comparer le salaire moyen des étudiants selon les filieres a la sortie de I'université; etc.

Il peut aussi s'agir d'analyser I'effet d'un facteur représenté par une variable catégorielle sur une variable
continue : par exemple, on cherche a évaluer I'impact des différentes méthodes d’enseignements sur les notes
des étudiants; comparer les émissions polluantes des véhicules selon le type de filtre incorporé dans les pots

d'échappement ; etc.

Dans notre exemple des demandeurs de crédit (Figure 0.1), on cherche a confronter le salaire des femmes
selon le type de garantie demandé (Garantie.Supp). Plus que la comparaison, il s'agit plut6t d’analyser I'asso-
ciation entre les variables "Salaire.Femme" et "Garantie.Supp". On peut se demander par exemple "est-ce que
les banques sont enclins & demander des garanties particulieres selon le niveau de salaire de la femme dans le
couple " ? L'outil privilégié est le rapport de corrélation ([13], section 4.6), pour tester sa significativité, nous

retombons sur la méme statistique que I'’ANOVA.
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18 1 Comparaison de moyennes

Enfin, on distingue généralement 2 types d'analyses® : le modéle a effets fixes, tous les sous-groupes sont
représentés dans I'échantillon a analyser; le modéle a effets aléatoires, les groupes représentés constituent un
échantillon des sous populations. Si les conséquences sur l'interprétation des résultats sont importantes, les
calculs, notamment la statistique du test, les distributions et les degrés de liberté associés sont les mémes.
Dans ce support, nous nous focalisons avant tout sur I'aspect comparaison de moyennes, nous considérons
que nous sommes dans un schéma a effets fixes sans que cela ne réduise la portée de I'exposé. C'est le choix

approprié dans la grande majorité des cas (voir [6], page 37).

1.3.2 Décomposition de la variance

Pourquoi nommer analyse de variance un processus qui consiste a3 comparer des moyennes ? Pour le com-
prendre, nous devons nous pencher sur une égalité trés importante appelée formule de décomposition de la

variance ou équation d’analyse de variance :

SCT = SCE + SCR

n K K ng
S (@i =2 = (@ — 1)+ )Y (win — 2x)?
i=1 k=1 k=1 i=1

— SCT traduit la variabilité totale dans I'échantillon, c'est la somme des carrés totaux, elle ne dépend
pas des groupes.

— SCE traduit la variabilité des moyennes conditionnelles, c'est la somme des carrés inter-classes, expliquée
par I'appartenance aux groupes. Une valeur élevée de B indique que les moyennes sont trés différentes
les unes des autres, cela nous amene a rejeter Hy dans le test d’hypothéses de I'ANOVA. Lorsque SCE
augmente, SC'R diminue puisque SCT est fixe.

— SCR est variabilité a l'intérieur des groupes, c'est la somme des carrés intra-classes, la variabilité
résiduelle. Lorsque SCR — 0, cela veut dire que les valeurs sont agglutinés autour des moyennes
conditionnelles a I'intérieur des sous-échantillons, la différenciation entre les groupes est forte, toute la
variabilité est expliquée par le décalage entre les moyennes conditionnelles SCE — SCT. Dans ce cas,

nous sommes amenés a rejeter |'hypothése nulle dans le test de comparaison des moyennes.

On comprend intuitivement que le test ANOVA va reposer sur la confrontation entre SCE et SCR. C'est

ce que nous montrons dans la section suivante.

1.3.3 Statistique du test et région critique

On résume la décomposition de la variance dans un tableau dit tableau d’'analyse de variance (voir [14],
page 355; [7], page 348), fourni en standard par la trés grande majorité des logiciels (Tableau 1.1).

6. http://en.wikipedia.org/wiki/Analysis_of_variance
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1.3 Comparaison de K (K > 2) moyennes - ANOVA a 1 facteur 19

Source Somme.Carrés ddl |Carrés.Moyens F
Expliquée| SCE =31 nu(@r—1)* |K—1|CME = 3L |F = SME
Résiduelle| SCR = > S (x4 — k)2 |n — K|CMR = €| .
Total SCT =3%" (v —%)° n—1 - -

Tableau 1.1. Tableau d’analyse de la variance a 1 facteur

La statistique du test F' est donc définie par

o 5 CME (1.4)
- SCR T CMR '

Il s’agit du rapport entre la variabilité expliquée et la variabilité résiduelle corrigée par les degrés de liberté.
Sous Hy, et lorsque la variable sous-jacente X est gaussienne, F suit une loi de Fisher F(K —1,n— K)’. F

est définie dans RT. La région critique du test au risque o s'écrit :
RC.:F>F_o(K—-—1,n—K)

1.3.4 Application numérique : comparaison des salaires selon la garantie demandée
Analyse graphique

Commencons toujours par une analyse graphique. Nous créons les boites a moustaches de "Salaire.Femme"
pour chaque valeur de "Garantie.Supp" (Figure 1.4). Une analyse succincte montre qu'il semble y avoir déca-
lage entre les distributions conditionnelles. Les dispersions également semblent un peu disparates. Tout cela
demande a étre confirmé numériquement. Par ailleurs, on constate qu'il a été demandé une hypothéque au

ménage n°27 ayant un revenu particulierement faible.

Mise en oeuvre du test

De nouveau, nous devons calculer les effectifs, moyennes et écarts type conditionnels (Figure 1.5 - A). Nous
observons (pour "Garantie.Supp" : "caution - 1", "hypotheque - 2", "non - 3") pour la premiere modalité :
ny =95, r1 = 7.3700 et s; = 0.4684 ; pour la seconde, etc. Les effectifs ne sont pas équilibrés. L'écart type
de "Salaire.Féminin" pour la modalité "non" de "Garantie.Supplémentaire" semble plus élevée que les autres.

Nous analyserons cela dans le chapitre suivant.

Passons au tableau d'analyse de variance (Figure 1.5 - B). Nous pouvons déduire toutes les valeurs néces-
saires au calcul de F' a partir du tableau précédent (A) :

7. Voir [14], page 354, concernant le détail de la formation de la distribution de F. Il s'agit du rapport de 2

distributions du x* normalisées par les degrés de liberté
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20 1 Comparaison de moyennes

Distribution des salaires selon la garantie

85
L

75

7.0

3

T T T
caution hypotheque non

Fig. 1.4. Boites a moustaches des salaires féminins selon la garantie demandée

A, B c D E F G
1
2 Effectifs, moyennes et ecart-types conditionnels
3 Données -]
4 | Garantie.Supp w [Nombre de Sal Femme |M0yenne de SaI.Femme|I§car1ype de Sal Femme
5 |caution 5 7.3700 0.4684
6 |hypothegue 29 71762 0.4615
7 non 16 75318 0.5524
g Taotal 50 7.3094 0.5023
a
10
11 Tableau d'analyse de variance
12 |Source SC dd! Ch F p-value
13 Expliquee 1.3245 2 0.6624 27267 0.0753
14 Hésiduelle 114175 47 0.2429
15 Totale 127423 49

Fig. 1.5. ANOVA - Salaires féminins selon la garantie demandée

— SCT = (n—1) x 82 = (50 — 1) x 0.5099? = 12.7423

— SCE =", (T, —)% = 5x (7.3700—7.3094)2 429 x (7.1762—7.3094)% +16 x (7.5319—7.3094)? =
1.3248

— SCR = SCT — SCE = 12.7423 — 1.3248 = 11.4175

— On en déduit ainsi CME = 12288 = 0.6624, CMR = 115155 = 0.2429 et F = 33928 — 2.7267.

— Au risque 5%, nous devons comparer cette valeur avec le quantile Fy g5(2,47) = 3.1951.

— A priori, les données ne contredisent pas |'hypothése nulle. Les banques se gardent de demander une
garantie spécifique selon le salaire de la cheffe de famille.

— La probabilité critique (p-value = 0.0758) renvoie a la méme conclusion bien entendu.
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1.3 Comparaison de K (K > 2) moyennes - ANOVA a 1 facteur 21

1.3.5 Robustesse de 'ANOVA

L'ANOVA est trés robuste par rapport a I'hypothése de normalité. Il suffit que les distributions condition-
nelles aient des formes similaires, méme asymétriques. Un graphique (boite a moustaches ou histogramme de

fréquences) permet de poser un diagnostic immédiat.

Il en est de méme en ce qui concerne I'hypothése d'homoscédasticité. Le test est d’autant plus robuste que
les sous échantillons sont équilibrés. Dans ce cas, la variance conditionnelle la plus élevée peut étre jusqu'a 4

fois supérieure a la plus petite variance ([7], page 363).

De maniere générale, on gagne toujours a équilibrer les sous échantillons c.-a-d. faire de maniere a ce que
n1 =ng = ... = ng. Comme nous le disions plus haut, cela permet de réduire I'impact des variances inégales.
Mais cela permet aussi de réduire le risque de 2° espece du test. Par la suite, lorsque nous concluons au
rejet de Hy et qu'il va falloir décomposer les moyennes pour déceler les principales différences, les procédures

subséquentes tirent parti de cette caractéristique (voir [6], page 37).

Remarque 2 (Une démarche conservatrice... mais simple). Enfin, si véritablement nous pensons que 1’hété-
roscédasticité peut entacher les résultats, nous pouvons conserver les calculs de PTANOVA et modifier la
région critique du test, a 'instar de ce qui a été présenté dans le test de comparaison de 2 moyennes.
La démarche consiste a utiliser le F' standard de ’TANOVA (équation 1.4), et de la comparer au quantile
d’ordre (1 — «) de la loi de Fisher & (1,n — 1) degrés de liberté. La région critique est ainsi réduite, nous

favorisons fortement I’hypothese nulle, nous ne risquons pas de la rejeter a tort intempestivement.

1.3.6 ANQVA avec variances conditionnelles hétérogénes

Lorsque nous cumulons deux obstacles, les variances sont manifestement hétérogenes et les effectifs sont
déséquilibrés, nous pouvons adopter la procédure de Welch ([7], page 364; [15], pages 62 a 64)8. Il faut en

revanche que la distribution sous-jacente de X soit gaussienne.

En anglais Variance-weighted one-way ANOVA, cette technique consiste a introduire une pondération

particuliere des données, dépendante des effectifs et de la variance des sous-groupes.

Statistique du test et région critique

Soit wy, la pondération définie de la maniére suivante :

8. Note : Assez curieusement, il est trés difficile de trouver de la documentation concernant cette méthode sur le

web. Invariablement, les moteurs de recherche nous raménent vers la documentation du logiciel SAS.
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La moyenne marginale s'écrit comme une moyenne pondérée des moyennes conditionnelles :
o = 2k WkTh
>k Wk
La statistique du test devient
Zk wk(fkff/)z
—1

F = — K (1.5)
L+ 5 M) (- g

Sous Hy, F suit une loi de Fisher a (K — 1,v) degrés de liberté avec

_ K?—1
N0 s

14

La forme de la région critique du test n'est pas modifiée. Au risque «, on rejette |I'hypothése nulle si

RC.:F>F_o(K—-1,v)

Application : garantie exigée selon le salaire féminin

Reprenons notre exemple de la garantie demandée en fonction du salaire de la chef de famille. Nous y re-

trouvons les conditions d'application de la technique : les effectifs conditionnels sont relativement déséquilibrés,

et il y a suspicion d'hétéroscédasticité (dixit |'analyse graphique avec les boxplot).

Complétons la feuille de calcul de maniére a intégrer les nouveaux calculs (Figure 1.6) :

— Le calcul des effectifs, moyennes et écarts type conditionnels nous est familier maintenant.
— Nous rajoutons une nouvelle colonne dédiée aux wy. Pour la premiére valeur par exemple, nous avons

w1 = @ = 22.789. En faisant la somme, nous obtenons Zk wg = 211.405.

22.789%7.3700+136.185x7.17624-52.431x7.5319 __
211.405 = 7.2853

— La moyenne pondérée est 7’ =

— Nous formons la quantité A, elle est égale 3 A =Y, wy(Zy — /)% = 4.9720

— Pui = 1yl - Wk )2
Puis B, avec B =3, (;,—)(1 N w:) 0.2412
— Nous pouvons en déduire F' = — 3l 923446
14232 « B

— Pour obtenir le seuil critique au risque «, nous devons disposer des degrés de liberté, le premier
ddly = K —1 =3 —1 = 2 ne pose pas de difficultés. Le second ddl, = v demande quelques calculs

2
supplémentaires v = =2 = 11.05
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A, B & 1] E
1
2 Effectifs, moyennes et ecan-types conditionnels
3 Daonnées -
4 |Garantie. Supp  w |Nombre de Sal.Femme  |Moyenne de Sal Femme |Ecar1'fpe de Sal Femme omega_k
5 caution 5 7.3700 04654 22789
6 hypothegue s 71762 046145 136.185
7 non 16 75319 0.5524 52,431
8 [Total a0 | 7.3094 | 0.5039 211.405
9
10
i [ barre’ 7.2853 |
12
13 A, 48720
14 B 02412
15
16 [F 23446 |
17
18 dd1 2
19 ddl2 11.05
20
21 [F oosz 11) 3.9623 |
22
23 [F08E 11 28595 |

Fig. 1.6. ANOVA de Welch - Salaires féminins selon la garantie demandée

— Le second degré de liberté étant fractionnaire, en toute rigueur nous devrions calculer le véritable seuil

critique par interpolation, a l'instar de ce qui a été fait pour le test de comparaison de 2 moyennes

avec variances inégales (qui est aussi de Welch d'ailleurs) (section 1.2.3). Dans notre exemple, nous

simplifions quelque peu la chose en prenant directement la valeur entiére la plus proche du degré de

liberté, soit v = 11. Cela nous facilitera la vie quand nous aurons a effectuer plusieurs comparaisons

associées a des niveaux de signification différents.

— Au risque a = 5%, le seuil critique est Fy g5(2,11) = 3.9823. L'hypotheése nulle d'égalité des moyennes

conditionnelles est compatible avec nos données.

— Si nous passons a a = 10%, le seuil critique est Fy.90(2,11) = 2.8595. Nous aboutissons également

a I'acceptation de Hy, a la différence de I'’ANOVA standard qui, avec une p-value de 0.0758 rejetait

I'hypothese nulle (Figure 1.5). Il y a différence de comportement des tests dans ce cas.

Encore une fois, c'est un peu se compliquer la vie tout ca. Si nous avons prise sur les conditions de recueil

des données, nous avons tout intérét a produire des sous échantillons équilibrés. Nous pouvons ainsi utiliser en

toute confiance I'ANOVA a 1 facteur standard, connue de tout le monde. Nous nous dispensons aussi d'une

difficulté supplémentaire lors de la présentation des résultats :

toujours un peu périlleuse face a des non-statisticiens.
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24 1 Comparaison de moyennes

1.3.7 Que faire suite au rejet de I'hypothése nulle ? Les comparaisons multiples

Une fois que nous avons rejeté I'hypothése nulle d'égalité des moyennes, nous savons que 2 des moyennes
au moins sont différentes. Mais lesquelles? Quelles sont les moyennes qui sont différentes? Quels sont les

écarts les plus importants 7 Quelles sont celles qui s'écartent significativement d'une moyenne de référence ?

Pour répondre a ces questions, on procéde aux comparaisons multiples des moyennes. Ce theme dépasse
largement le propos de ce support. Il pourrait méme faire I'objet d'un support a part tant le domaine est fertile.
Pour notre part, nous nous contenterons de conseiller la lecture de I'excellent document en ligne du NIST -

http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/prc/sectiond/prc47.htm.
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Comparaison de variances

Les tests présentés dans le chapitre précédent (chapitre 1) sont subordonnés a I'égalité des variances
conditionnelles. La vérification de cette propriété semble donc un préalable nécessaire, méme si par ailleurs
nous avons montré que, sous certaines conditions, les tests de comparaison de moyennes pouvaient se révéler
trés robustes. Lorsque ces conditions ne sont pas réunies, déterminer une différence significative entre les

variances nous permet de choisir en connaissance de cause les procédures appropriées (sections 1.2.3 et 1.3.6).

Ce n'est pas le seul usage des tests d’'égalité des variances. Comparer la variabilité dans les sous-groupes
peut étre la finalité intrinséque d'une étude : comparer la variance des notes des étudiants en fonction de leur
disposition dans la salle de classe (en cercle, en rangées, etc.); comparer la variance de la taille des pieces

produites par différentes machines ; etc.

De maniére générale, nous considérons que X suit une loi normale dans ce chapitre. Certains tests sont tres
sensibles a cette propriété, d'autres en revanche sont plus robustes. Nous en discuterons lors de la description

des techniques.

2.1 Estimation de la variance et distribution

Soit la v.a. X distribuée normalement de paramétres A (i, o). On veut estimer o & partir d'un échantillon

de taille n. Dans un premier temps, on considére que u est connu, nous utilisons la quantité s'? pour estimer

O'2Z

’
ns 2
o2

On montre facilement que suit une loi du x?(n) a n degrés de liberté. En effet,
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26 2 Comparaison de variances

Nous pouvons également écrire

Cette configuration est purement théorique. Dans la pratique, nous devons estimer |'espérance mathéma-

tique p a I'aide de la moyenne empirique z, I’estimateur sans biais de la variance s'écrit

On montre alors que

2 2
S n—1
S _X ( ) (2.1)
n—1
Ce résultat est trés important, nous |'utiliserons constamment dans ce chapitre. En réalité, sans y faire
référence explicitement, il a été mis a contribution pour calculer les lois de statistiques des tests de comparaison

des moyennes du chapitre précédent.

2.2 Comparaison de 2 variances - Test de Fisher

2.2.1 Test d’hypothéses, statistique et région critique

Le test de comparaison de Fisher compare les variances de 2 sous populations, il confronte les hypothéses

suivantes :

L2 2
Hy: 0] =03

Hy: 0} # o3

A partir des résultats de la section précédente (section 2.1), la statistique du test calcule le rapport entre
les variances estimées dans chaque sous-échantillon!.

Si F' s'éloigne significativement de la valeur 1, on peut considérer que les variances conditionnelles sont
différentes. Formellement, sous Hy, il a été établi que F suit une loi de Fisher & (vy,1) degrés de liberté?

avec 1 = nj — 1 et 9 = ny — 1. La région critique du test au risque « s'écrit alors

RC.:F< F%(nl —1,n2,—-1) ou F > Fl_%(nl —1,n2,—1)

F,(ny —1,n5 — 1) est le quantile de d'ordre a de la loi de Fisher a (ny — 1,n5 — 1) degrés de liberté.
1. voir http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/prc/section3/prc32.htm et http://www.itl.nist.

gov/div898/handbook/eda/section3/eda359.htm
2. Bien évidemment, puisqu'il s'agit du rapport de lois de x? normalisées par leurs degrés de liberté (Equation 2.1
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2.2 Comparaison de 2 variances - Test de Fisher 27
2.2.2 Variabilité des salaires féminins selon I'acceptation du crédit
Nous avons |3 I'occasion de vérifier I'hypothese d’homoscédasticité mise en avant dans nos illustrations

des tests de comparaisons de moyennes. Nous voulons comparer les variances des salaires féminins selon

I'acceptation du crédit (a rapprocher avec le test de comparaison de moyennes, cf. section 1.2.2).

A B [ C

1

2

3 Données -]

4 | Acceptation w|Morbre de Sal. Fernme War de Sal Femme
5 |oui 34 0.3008
6 |non 16 0.0684
7 |Total 50 0.2600
g

9 [F 4.3962]
10

1 ddl1 15
12 ddi2 33
13

14 F_0.025(1533) 0.3813
165 F 0.975(1533) 22610

Fig. 2.1. Test d’homogénéité de 2 variances - Salaire vs. Acceptation

Les calculs sont tres simples, I'outil "Tableau croisé dynamique" d'EXCEL nous fournit directement les

variances conditionnelles (Figure 2.1) :

— Les effectifs ne sont pas modifiés par rapport a I'analyse précédente (Figure 1.2), a savoir n; = 34 et
no = 16. Nous en déduisons directement 1 =34 —1 =33 ety =16—1=15
— Nous obtenons s? = 0.3006 et s3 = 0.0684
. _ 0.3006 _
— Nous construisons le rapport F' = {57 = 4.3962
— Au risque 5%, le seuil critique inférieur est F{ 925(15, 33) = 0.3813, le seuil supérieur est Fp 975(15,33) =

2.2610. La valeur calculée n'est pas dans I'intervalle |0.3813; 2.2610[, on conclut au rejet de I'hypothése
nulle, les variances sont significativement différentes.
— |l semble donc que lors du traitement de cet exemple dans les sections consacrées aux comparaisons des

moyennes (sections 1.2.2 et 1.2.3), il fallait opter pour le test adapté aux cas des variances inégales.

Remarque 3 (Obtenir les valeurs critiques de la loi de Fisher). La loi de Fisher est souvent tabulée pour les
quantiles d’ordre élevé (a = 0.95,0.975,0.99, . ..). Pour obtenir le seuil inférieur, nous pouvons utiliser la

propriété suivante
1

Fo(vi,12) = =—7——
(1, v2) Fi_o(v2,11)

2.2.3 Robustesse et pratique du test F' pour la comparaison de variance

Le test de comparaison de 2 variances de Fisher n'est pas robuste du tout. Un écart, méme minime, de

la distribution normale fausse les résultats. Il faut absolument s’assurer du caractere gaussien de X avant de
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I'utiliser. Ce qui en limite considérablement la portée. Dans la pratique, on se tournera avantageusement vers

les autres techniques présentées dans ce chapitre.

Pourtant le test de Fisher est systématiquement présenté dans les ouvrages, il est également disponible
dans la tres grande majorité des logiciels. Peut étre parce que les concepts a manipuler sont accessibles, calculer

le rapport entre 2 variances est une opération trés simple.

2.3 Comparaison de K variances - Test de Bartlett

2.3.1 Test, statistique du test et région critique

Le test de Bartlett sert a éprouver I'homogénéité de K variances. C'est une généralisation du test de
Fisher. Lui également repose pesamment sur la normalité des données. Un faible écart par rapport a cette
propriété remet en cause fortement ses résultats, le test de Bartlett n’est absolument pas robuste3. Il n'est
vraiment performant que si I'hypothése de normalité est établie. Dans la pratique, on lui préférera les techniques

présentées plus loin dans ce chapitre.

Pourtant il est trés largement répandu, utilisé dans les études et disponible dans le logiciel. Peut étre faut-il

y voir encore une fois des raisons purement historiques. Le test de Bartlett est largement antérieur aux autres.

Les hypothéses a confronter sont :

L2 2 _ 2
Hy:o0{=05=-=0%

H; : au moins 2 variances sont différentes
La statistique du test s'écrit*

n—K)lns? — Kf np — 1) 1n 2
T:( ) p Zk—l( k ) k (22)

1 K 1 1
L+ 3(K71)<Zk:1 nE—1 an)

Ou 312) est I'estimateur non biaisé de o2, il s'agit de la variance intra-classes :

§2 = > (e —1)sg
P n—K

Sous Hy, T suit une loi du x?(K — 1) & (K — 1) degrés de liberté. L’approximation par la loi du x? est
satisfaisante dés lors que nj, > 5 (Vk) et K petit par rapport a n.

3. http://en.wikipedia.org/wiki/Bartlett’s_test
4. http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/eda/section3/eda357.htm
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2.3 Comparaison de K variances - Test de Bartlett 29

La région critique du test au risque « s'écrit

RC.:T>x}_(K—-1)

X3_o (K — 1) est le quantile d’ordre (1 — «) de la loi du x*(K —1).

Remarque 4 (Une écriture simplifiée du test de Bartlett). Dans certaines références, on ne retient que le
numérateur de 1’équation 2.2. On sait dans ce cas que les résultats sont légérement biaisés (voir http:
//wwu.itl.nist.gov/div898/handbook/prc/sectiond/prc42.htm). Le dénominateur de I’équation 2.2

doit étre compris comme un facteur de correction.

2.3.2 Exemple : variance des salaires selon les garanties demandées

Reprenons notre exemple de la section 1.3.4 : nous souhaitons comparer les variances des salaires féminins
selon la garantie demandée par les banques. On ne peut pas dire que I'interprétation des résultats d’une telle

étude soit réellement transcendante. On dira ici qu'il s'agit d'un test préparatoire pour 'ANOVA.

A B B D E F G

1 Données -

2 |Garantie.Supp w|MNombre de Sal.Ferme “ar de Sal Fernme n_k-1 Tin_k In{s"2_k)
3 [caution 5 0.2184 4 0.2000 -1.5169
4 |hypotheque 29 0.2129 28 0.0345 -1.B4E7
5 [non 15 0.3052 15 0.0525 -1.1869
6 [Total 50 0.2600

7

[ [s2 p 0.2429]

9

10 A -56.5043

11 B -57.1792

12 A-B 0.6743

13

14 = 1.0552]

15

16 T 0.5390]

17

18 [KHI-20.85 ; 2) 5.9915]

19

20 [p-value 0.7265]

Fig. 2.2. Test de Bartlett - Salaire vs. Garantie

Si la formule 2.2 semble rébarbative, sa mise en oeuvre dans un tableur est finalement assez simple (Figure
2.2):

— |l nous faut une petite phase préparatoire avant de procéder aux calculs. En colonnes E, F et G, nous

calculons respectivement ny — 1, -1 et In(s?)
ng

— Nous pouvons calculer la variance intra-classes s2 = 4021944280 21295 15x0.5052 _ ().2429
— Ensuite nous calculons la quantité A qui est la premiére partie du numérateur de I'équation 2.2, a savoir

A = (50 — 3) x In(0.2429) = —66.5049
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30 2 Comparaison de variances

— Puis la seconde partie du numérateur B = 4x (—1.5169)428x (—1.5467)+15x (—1.1869) = —67.1792
— L'écart A— B =10.6743
— Passons maintenant au facteur de correction au dénominateur. Nous formons C =1+ ﬁ x ((0.2+

0.0345 + 0.0625) — =5 ) = 1.0552. La correction est légére.

_ L .o _ A—B _ 0.6743 _
Nous en déduisons ainsi T' = <=2 = 7555 = 0.6390

— A partir de la loi du x2, nous obtenons le seuil critique du test pour un risque @ : X3 95(3—1) = 5.9915.

Nous sommes dans la région d’acceptation de Hy, les variances ne sont pas significativement différentes
d'un groupe a l'autre.

— La probabilité critique (p-value = 0.7265) aboutit bien évidemment a la méme conclusion.

2.4 Comparaison de K variances - Test de Cochran et test de Hartley

Les tests qui viennent cumulent les désavantages. Néanmoins, nous les présentons car on les retrouve
parfois dans les études et ils sont disponibles dans les logiciels. Il faut donc les connafitre pour ne pas étre pris

au dépourvu si nous les rencontrons. Leur utilisation n’est pas vraiment conseillée.

Deux conditions doivent étre réunies pour utiliser ces tests : la distribution sous-jacente de X doit étre
normale, les procédures sont peu robustes par rapport a cette hypothése ; les effectifs doivent étre parfaitement
équilibrés c.-a-d. n; = ng = ... = nx = m. Une contrainte supplémentaire vient se rajouter : les statistiques

de test ne suivent pas une loi de probabilité d'usage courant, elles sont tabulées spécifiquement.

Test de Hartley (ou Test Fmax)

La statistique du test repose sur le rapport entre la plus grande variance et la plus petite variance condi-

tionnelle

5_2

H — max

~

g,

min
La région critique du test au niveau de signification « est définie comme suit
H>H_o(K,m-1)
Ou le seuil critique Hy_, (K, m — 1) est lue dans une table spécifique,ot K et m — 1 sont les degrés de
liberté >,
5. Voir par exemple http://www.gseis.ucla.edu/courses/help/fmax.html pour un risque o = 5%
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2.5 Comparaison de K variances - Test de Levene 31

Test de Cochran

Le test de Cochran utilise le rapport entre la variance conditionnelle maximale et la somme non pondérée

des variances :

~2
Omax

>k 0%

C

La région critique s'écrit

C 2 Cl_a(K,m— 1)

Ou le seuil critique C1_ (K, m—1), avec K et m—1 les degrés de liberté, est lue dans une table spécifique

(Voir [6], Table 5, pour les risques & = 0.05 et & = 0.01).

2.5 Comparaison de K variances - Test de Levene

2.5.1 Principe, statistique de test, région critique

Le test de Levene est une alternative crédible du test de Bartlett (et de Fisher). Il est robuste c.-a-d. il
est moins sensible a un écart par rapport a I'hypothése de normalité. De fait, si la distribution sous jacente
de X n'est pas gaussienne : il aura moins tendance a détecter des faux positifs (conclure a I'inégalité des
variances alors que I'hypothése nulle est vraie); et il sera plus apte a détecter les vrais positifs (conclure a

juste titre A I'inégalité des variances)®.

Pour tester I'homogénéité des variances dans K groupes, le test de Levene procéde en 2 temps. Une

transformation des variables est tout d'abord opérée, nous calculons

Zik, = | @i — T (2.3)

ol Ty, est la moyenne des valeurs dans le sous-échantillon (2.

Puis, dans un second temps, la statistique W est calculée

(K = 1) Y5y 200 (zak — 20)?

6. http://wuw.itl.nist.gov/div898/handbook/eda/section3/eda35a.htm
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32 2 Comparaison de variances

A y regarder de plus prés, nous nous rendons compte qu'il s'agit |a du rapport entre les carrés moyens
expliqués et les carrés moyens résiduels calculés sur les valeurs z;; : le test de Levene est donc une analyse de

variance sur la variable transformée.

Sous Hy, W suit une loi de Fisher a (K — 1,n — K) degrés de liberté. La région critique au risque « est

définie tout naturellement de la maniére suivante :

RC.:W >F_o(K—1,n-K)

Avec F1_o(K — 1,n — K) est le quantile d'ordre (1 — «) de la loi de Fisher.

2.5.2 Application sur la variance des salaires selon la garantie

La mise en oeuvre du test de Levene dans un tableur demande une petite préparation. Nous devons
notamment calculer les données transformées z;;. Par la suite, nous retrouvons le schéma de '’ANOVA avec

les calculs des effectifs et moyennes conditionnelles, la somme des carrés des écarts, etc. (Figure 2.3).
Détaillons cela :

— Tout d'abord, les données ont été triées selon la variable "Garantie.Sup" afin d'en faciliter la lecture
(colonnes B et C).

— Nous calculons les moyennes conditionnelles des xj que nous utilisons pour centrer les données a
l'intérieur des sous-échantillons. Nous avons 1 = 7.37, o = 7.18 et 3 = 7.53. En colonne F, G et H
(ligne 5 a ligne 33), nous formons les séries z;;; selon la formule 2.3.

— Pour chaque sous échantillon, nous calculons ny, (F35 a H35), z, (F36 a H36) et > " (zi — Zx)?
(F37 a H37). Ainsi, pour la premiére modalité "garantie = caution", nous avons ny = 5, z; = 0.3360
et 320 (zin — 21)? = 0.3131

— La moyenne marginale des z;;, est 2 = 0.3716

— Nous formons la quantité A = Zle nk(Zk —2)? = 5 x (0.3360 — 0.3716)2 +29 x (0.3499 — 0.3716)2 +
16 x (0.4221 — 0.3716)? = 0.0609

— Puis la quantité B =31 S (2 — %)% = 0.3131 + 2.4126 + 1.7266 = 4.4524

— Reste a former le rapport pour obtenir la statistique de Levene

W (50-3)x A _ (50 — 3) x 0.0609

(3-1)xB (3—1) x 4.4524

= 0.3212

— Au risque a = 5%, nous le comparons au seuil critique Fp 95(2,47) = 3.1951
— Manifestement, les variances sont identiques dans les sous-groupes.

— La probabilité critique (p-value = 0.7269) confirme cela.

Nous remarquerons la similitude des résultats avec ceux du test de Bartlett (concernant la p-value du
test principalement). Les résultats sont proches parce que la normalité des distributions est vraisemblablement
crédible. C'est assez logique. Dans le cas contraire, distributions non gaussiennes, les résultats peuvent étre

trés différents voire contradictoires. On privilégiera alors systématiquement le test de Levene.
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2.6 Comparaison de K variances - Test de Brown-Forsythe 33

A B c D E F G H
1
2 Sal.Femme | Garantie.Supp caution [ hypotheque [ nan
3 7.49 caution 7.37 | 718 | 753
4 7.39 caution z
5 8.07 caution 012 05437931 0.431875
6 7.05 caution 0.0z 0.4162069  0.281875
7 B5.85 caution 0.7 0.B662069  0.061875
g 772 hypothegue 0.3z 0.2452069  0.478125
9 B.76 hypothegue 0.52 03337931  0.091875
10 6.51 hypothegue 06762069  0.058125
1 6.93 hypothegue 0.3862069  0.251675
12 751 hypothegue 03237931 0.238125
13 6.60 hypothegue 01162069  1.131875
14 B.79 hypothegue 01137931 0.001875
15 7.60 hypothegue 02037931 0.408125
16 7.06 hypothegue 0.8137931  0.358125
17 7.29 hypothegue 0.3162069  1.048125
18 7.38 hypothegue 0.8937931  0.371675
19 7.69 hypothegue 0.0362069  0.758125
20 5.86 hypothegue 11462069  0.721875
21 7T hypotheque 0.6037931
2 714 hypothegue 0.9437931
23 B.03 hypothegue 0.0562069
24 778 hypothegue 0.0237931
25 g.12 hypothegue 0.02375931
26 712 hypothegue 06737931
27 7.20 hypothegue 0.6062069
28 7.20 hypotheque 0.2062069
29 7.85 hypothegue 0.2162069
30 B.57 hypothegue 0.0862069
31 B.97 hypothegue 0.0637931
32 6.96 hypothegue 0.1137931
33 7 hypothegue 0.0162069
34 7.24 hypothegue
a5 7.29 hypothegue n_k 8 29 1B
36 716 hypothegue z_barre_k 0.3360 0.3499 0.4221
7 7.10 nan S0MME.Carés 0.3131 24126 1.7266
38 725 non
39 747 non
40 8.01 non [z_barre 0.3716]
41 744 non
42 7.59 non ‘A 0.0509‘
43 7.25 non =] 4.4524
44 7T non
45 6.40 non [ 0.3212]
46 7.53 non
4 7.94 non ‘ddﬂ 2‘
48 7.92 non ddI2 47
48 8.58 nan
a0 716 non [F_0.55(2.47) 3.1951]
a1 .29 non
52 B.51 nan [p-value 0.7268]

Fig. 2.3. Test de Levene - Salaire vs. Garantie

2.6 Comparaison de K variances - Test de Brown-Forsythe

2.6.1 Principe, statistique de test, région critique

Le test de Brown-Forsythe est une généralisation du test de Levene. Il en précise les conditions de robus-
tesse. En effet, la formule de transformation de données z;; est mise en relation avec les caractéristiques des

distributions” :

— La transformation originelle n'est vraiment performante que si X est symétrique, avec une queue de
distribution modérée. On prendra alors

7. http://wuw.itl.nist.gov/div898/handbook/eda/section3/eda35a.htm
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34 2 Comparaison de variances

Zik = |@it, — T

— Lorsque la distribution est a queue lourde (loi de Cauchy par exemple), nous aurons intérét a utiliser
un autre type de transformation

Zik = |Tig — T}

ou 7, est la moyenne des données comprises entre le quantile d'ordre 0.05 et le quantile d'ordre
0.95. En d'autres termes, la moyenne des données pour lesquelles nous aurons retiré 5% des valeurs les
plus basses, et 5% des valeurs les plus élevées. L'idée bien entendu est de lisser les données en retirant
les valeurs extrémes, la moyenne n’en sera que plus robuste.
— Lorsque la distribution est asymétrique a gauche (x?(4) par exemple). On aura intérét & passer par une

autre transformation

Zik = |Tik — Tk

ou Iy est la médiane conditionnelle.

Lorsque nous n’avons pas de connaissances précises sur les distributions, cette transformation est
conseillée. Elle réalise le meilleur compromis quelle que soit la distribution sous-jacente de X. Cest la

procédure a utiliser en priorité pour tester |'homogénéité des variances dans un contexte générique.

2.6.2 Application sur la variance des salaires selon la garantie

Sur les mémes données que précédemment, comparer la variance des salaires féminins selon la garantie,
nous mettons en oeuvre la variante de Brown-Forsythe basée sur la médiane. L'organisation de la feuille de
calcul (Figure 2.4) est exactement la méme que celle du test de Levene (section 2.5.2), 3 la différence que

nous utilisons la médiane pour transformer les données (cellules F3 a H3) : % = 7.39, & = 7.16 et &3 = 7.50.

Au final, nous obtenons W = 0.3268 avec une probabilité critique (p-value = 0.7229). Les résultats de

cette variante sont trés proches de ceux du test de Levene et du test de Bartlett sur nos données.

Dans notre contexte, la répartition de la variable d’'intérét étant compatible avec la loi normale, le test de
Bartlett est certainement le plus approprié. Pourtant, on remarquera que les autres méthodes, censées plus
performantes pour les autres types de distributions (asymétriques ou a queue lourde) ne s'effondrent pas et
donnent des résultats cohérents. Ce qui milite encore une fois pour leur utilisation, notamment la variante de

Brown-Forsythe basée sur la médiane conditionnelle, quelle que soit la loi sous-jacente des données.
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2.6 Comparaison de K variances - Test de Brown-Forsythe

A B c

1

2 Sal.Femme| Garantie.Supp
3 745 caution

4 735 cautian

] g.07 cautian

4 7.05 caution

7 5.85 caution

g 772 hypothegue
9 B.76 hypothegue
10 6.51 hypothegue
11 6.93 hypothegue
12 7.51 hypothegue
13 6.60 hypothegue
14 6.79 hypothegue
15 7.50 hypothegue
15 7.06 hypothegue
17 729 hypothegue
18 7.38 hypothegue
19 7.69 hypothegue
20 6.56 hypothegue
21 7T hypothegue
22 714 hypothegue
23 5.03 hypothegue
24 7.78 hypothegue
25 g.12 hypothegue
26 712 hypothegue
2 720 hypothegue
28 7.20 hypothegue
29 7.85 hypothegue
30 B.57 hypothegue
K3 697 hypothegue
3z 6.96 hypothegue
33 7.1 hypothegue
34 7.24 hypothegue
35 7.29 hypothegue
36 716 hypothegue
37 7.10 non

38 725 nan

39 747 nan

40 g.01 nan

M 7.44 non

42 755 nan

43 725 nan

44 77 nan

43 5.40 nan

45 7.53 non

47 784 nan

43 78 nan

49 g.558 nan

a0 7.16 non

51 8.29 non

a2 5.51 farn

D

E

caution
738

n_k
z_harre_k
SOMMIMe. Carrés

F G H
hypothegue non
716 7.50
z
0.1 0.56 0.4
0 04 0328
068 065 003
0.34 0.23 051
0.54 0.35 0.06
0.56 009
0.37 028
0.34 027
o1 1.1
0.13 0.03
0.22 0.44
0.53 0.42
03 1.08
0.61 034
0.02 079
1.13 069
0.62
0.96
0.04
0.04
0.04
0.69
0.59
0.19
0z
0.05
0.08
0.13
0
5 29 16
0.3320 0.3493 0.4219
0.3285 24316 17460
[z_barre 0.3708]
|A 0_052?‘
B 4.5061
[ 0.3268]
|dd|1 2‘
ddi2 A7
[F oea2 .47 3.1951]
[p-value 0.7224]

Fig. 2.4. Test de Brown-Forsythe - Salaire vs. Garantie

2.6.3 Une autre variante - Le test de O’Brien

35

Le test de O'Brien est une autre variante du test de Levene. Encore une fois, il s'agit de convertir les

données de maniére 3 ce qu'elles reflétent la variabilité des valeurs originelles®. Puis, comme dans le test de

Levene, pour détecter I'hétérogénéité des variances, nous réalisons une comparaison de moyennes (ANOVA)

sur les valeurs transformées.

8. http://www.utd.edu/~herve/Abdi-0Brien2007-pretty.pdf
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36 2 Comparaison de variances

Son principal intérét est que la transformation est paramétrée. Nous disposons d'un outil supplémentaire

pour améliorer |'adéquation du test avec la véritable nature des données.

Les valeurs z;;, sont maintenant définies comme suit :

o (wtng = 2)ng(Tik — Tg)? —wsi(ng — 1)
Gik = (e — 1) —2) (2.5)

Nous pouvons fixer la valeur de w. Les auteurs proposent la valeur w = 0.5 par défaut (voir par exemple
[7], page 227). Mais nous pouvons faire mieux en la modulant de maniére a ce que les caractéristiques de la

distribution des z;; concorde avec celles de la variable originelle X.

Au final, il semble que le choix de w ne soit pas trés décisif. Le test de O'Brien d’ailleurs n'est pas plus

performant que les autres variantes du test de Levene.

Page: 36 job: Comp_Pop_Tests_Parametriques macro: svmono.cls date/time: 17-Jun-2025/7:11



Comparaison de proportions

3.1 Comparaison de 2 proportions

Dans ce chapitre, nous considérons que X est binaire, définie dans {1;0}. Elle prend la valeur 1 lorsque
I'individu possede la caractéristique qui nous intéresse. Bien évidemment, la variable X ne peut pas étre
gaussienne, néanmoins nous restons dans un cadre paramétrique car X est distribuée selon une loi de
Bernoulli B(1,p) ou p est la paramétre que nous manipulons. La connaissance de p définit totalement la
distribution. Lors des tests de comparaisons, ce sont les estimations de p dans chaque sous échantillon que

nous confronterons.

3.1.1 Estimation et distribution

Nous disposons d'un échantillon de taille n, les individus sont tirés de maniére indépendante. La statistique

i=1

suit une loi binomiale de paramétres B(n, p), d'espérance E(S) = np et de variance 0% = np(1—p). Lorsque
n est suffisamment élevé, le théoréme central limite s'applique, S tend vers la loi normale. En pratique, on

juge que I'approximation est bonne dés que np(1 — p) > 9 (voir [5], page 264).

Un estimateur sans biais de p est la fréquence observée

p(1—p)
b

avec cette fois-ci E(f) =pet o} =

En y regardant de plus prés, on constate que f est une moyenne calculée sur une variable codée 0/1.

Toujours sous les conditions ci-dessus, la distribution de f est asymptotiquement gaussienne
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38 3 Comparaison de proportions

-~ p(1—p)
fEN|p, —

Nous utiliserons abondamment ces résultats dans les sections consacrées aux tests.

3.1.2 Test de comparaison, statistique du test et région critique

Nous disposons de 2 échantillons {21 et {25, nous souhaitons savoir si la proportion des individus portant le
caractere étudié est la méme dans les sous populations. Auquel cas, les populations sont homogeénes du point

de vue de la variable d'intérét. Les hypothéses a confronter sont

Hy :p1=po
Hy:p1 #po

Nous formons la statistique D = f; — f2. A la lumiére de la section précédente, elle suit asymptotiquement
une loi normale d’espérance
E(D) =p1 —p2

Et de variance

p1(1—p1) + p2(1 — p2)

D) =
V(D) - p”

Sous Hy : p1 = p2 = p, la proportion est la méme dans les sous-populations, les caractéristiques deviennent

E(D)=0¢et

V(D) = p(1—p)(— + 1)

ni UP)

Il ne reste plus qu'a passer aux estimations des proportions p a partir des fréquences f. Pour les fréquences

conditionnelles, nous produisons

Nk

. 1
be=fo=—Y i

Et pour la fréquence globale,

nyf1 +nafo
n1 + No

p=f=
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3.1 Comparaison de 2 proportions 39

Statistique du test

Sous Hy, et lorsque n et no sont suffisamment élevés, la statistique du test U suit une loi normale centrée

réduite :

Région critique

Pour un test bilatéral au risque «, I'hypothése nulle est rejetée lorsque

RC.:|U| > ui_g

3.1.3 Un exemple numérique : proportion de I’acceptation selon le type d’emploi

A B z O E
1
2
3 Daonnees »[Ermploi -
4 Mornbre de Acceptation? Mornbre de Acceptation
o Acceptation - cdd cdi cdd cdi
6 oui G 23 37.80% 92.35%
7 |non 10 5 52.50% 17.65%
g |Total 16 34 100.00% 100.00%
9
10
1 il 0.3750
12 2 0.5235
13
14 [t 0.5300]
14
16 D -0.4485
17 gigma 01414
18
19 [U -3.1716]
20
21 [u 0,975 1.9600]
22
23 [p-value 0.0015]

Fig. 3.1. Comparaison des proportions - Acceptation selon emploi

Toujours a partir de notre fichier de travail (Figure 0.1), nous souhaitons savoir si la proportion des dossiers
acceptés est différent selon le type d’emploi de la personne de référence du dossier. Avec I'outil "Tableaux

croisés dynamiques", nous obtenons a la fois les effectifs et les proportions (Figure 3.1). Nous observons ainsi :

— La premiére sous-population est définie par les individus en "cdd", la seconde en "cdi".

— Les effectifs respectifs des personnes en "cdd" et "cdi" sont n; = 16 et no = 34
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40 3 Comparaison de proportions

— Le nombre de personnes ayant été accepté parmi les "cdd" (resp. "cdi") est de 6 parmi 16 (resp. 28
parmi 34), la fréquence observée est f; = % = 0.3750 (resp. fo = 0.8235)
— La fréquence de "Acceptation" globalement, dans les 2 sous-échantillons, est f =

0.6800

16x0.37504+34%x0.8235 __
16+34 -

— Nous pouvons en déduire D = 0.3750 — 0.8235 = —0.4485, I'estimation de son écart type 6p =

\/0.68(1 —0.68)(15 + 37) = 0.1414 et la statistique du test U = 759132 = —3.1716

— Le seuil critique au risque 5% pour un test bilatéral est u1—g = 1.96. Puisque nous sommes dans la
zone de rejet |U| = 3.1716 > uj—g = 1.96, nous concluons que la probabilité d'acceptation du crédit
est différent selon le type d’emploi de la personne de référence.

— La p-value du test (0.0015) est cohérente avec a cette conclusion.

Au final, nous dirons qu'il faut quand méme étre trés circonspect par rapport a cet exemple. Le faible

effectif, surtout (n; = 16), rend I'approximation normale un peu (beaucoup) hasardeuse.

3.2 Test d’homogénéité du x? pour 2 populations
3.2.1 Position du probléme, statistique du test et région critique

Ce test est d'une certaine maniére une généralisation du test de proportion. Nous considérons maintenant
que X est une variable discréte prenant R valeurs : X peut étre une variable catégorielle, une variable ordinale
ou une variable continue découpée en intervalles. Le test est non paramétrique, peu importe la distribution

sous-jacente de X.

Nous souhaitons vérifier si la distribution de X est la méme dans les deux sous populations. Soit p, /. la

probabilité d'obtenir X = r dans la sous-population k, I'hypothése nulle du test s'écrit :

Hy : DPr/1 = Pr/2, vr

On sert pour cela des échantillons (21 et 25. Nous noterons o, le nombre d'observations X = r dans

I'échantillon (2. La statistique du test(voir [2], pages 314 et 315) s'écrit

2

R (m _ @)

2 ni no

Xobs — N1N2 E - (32)
oS r—1 Or1 + Op2

On remarquera que le rapport ‘;L: est la proportion du caractere X = r dans le sous échantillon & c.-a-d.
Dryi = 2. Sous HO, X%, suit asymptotiquement une loi du x? 3 (R — 1) degrés de liberté.

La région critique du test pour un niveau de signification « s'écrit

RC.:x%, > X} (R-1)

X3_, (R —1) est le quantile d'ordre 1 — « de la loi du x*(R —1).
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3.2 Test d’homogénéité du x> pour 2 populations 41

3.2.2 Un exemple numérique : distribution de I’acceptation selon le type d’emploi

Réitérons notre exemple de test de comparaison de proportions (section 3.1.3) en I'appréhendant sous
I'angle du test de comparaison de distributions. Nous souhaitons savoir si la proportion des acceptation et
refus de crédit sont les mémes selon le type d'emploi. Le tableau croisé dynamique initial est le méme (Figure

3.1), les ratios calculés sont différents pour obtenir la nouvelle statistique du test (Figure 3.2) :

A B © D E F G H
1
2
3 Données ~[Ernploi -
4 Mornbre de Acceptation2 Mormbre de Acceptation
5 Acceptation w cdd cdi cdd cdi Ecart Ecart® Eff.Marginal
b |oui B 28 37 .680% 82.35% -0.44585 02012 34
7 |non 10 B 52.50% 17.65% 0.4485 0.2012 16
g |Total 16 34 100.00% 100.00%
9
10
" [& 0.0185]
12 [chi*2_obs 10.0585]
13
14 [ddl 1]
15| [chi*2 0.95(1) 3.8415)
16
17 [p-value 0.0015]

Fig. 3.2. Comparaison des distributions - Acceptation selon emploi

(0.3750—0.8235)% | (0.625—0.1765)% 0.2012 |
6+28 10+6 Y

— A partir des distributions conditionnelles, nous formons A =
92012 — (.0185

— Nous en déduisons x2,, = 16 x 34 x 0.0185 = 10.0589

— Le nombre de degrés de liberté est R —1 =2 — 1 = 1. La loi du x? nous fournit le seuil critique
X2.95(1) = 3.8415

— Au risque a = 5%, nous concluons que les disparités entre les proportions ne sont pas dues au hasard,
aux fluctuations d’'échantillonnage. Il y a véritablement un différence de comportement dans les 2 sous

populations.

L'intérét de cet exemple est que nous pouvons faire le paralléle avec les résultats de la comparaison des

proportions (section 3.1.3). Les résultats doivent &tre équivalents.

Rappelons la relation entre la loi normale et la loi du x2, dans notre cas nous savons que [N(0,1)]? = x2(1).
La statistique du test précédent U = —3.1716 suit une loi normale, lorsque nous la passons au carré U? =

(3.1716)% = 10.0589, exactement la valeur de la statistique obtenue dans la seconde approche X%bs = 10.0589.
Pour le cas particulier (R = 2), les deux approches sont totalement équivalentes.
3.2.3 Un exemple numérique : distribution de la garantie selon le type d’emploi

L’avantage du test d’homogénéité des distributions est que nous pouvons appréhender les cas (R > 2).
Nous voulons cette fois-ci comparer la structure de la garantie supplémentaire apportée par les demandeurs

de crédit selon le type d'emploi de la personne de référence : ici, R = 3.
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42 3 Comparaison de proportions

A B © o E F G H
1
2
3 Données v\EmpIUl -
4 MNornbre de Emplai Mombre de Erploi2
5 | Garantie. Supp w|cdd cdi cdd cdi Ecart Ecart? Eff Marginal
B |caution 3 2 18.75% 5.86% 01287 0.0166 5
7 |hypathegue 10 19 62.50% 55.88% 0.0662 0.0044 ]
8 |non 3 13 18.75% 35.24% -0.1949 0.0380 16
9 |Tatal 18 34 100.00% 100.00%
10
11
12 [A 0.0053)
13 [chi2_obs 3.1745)
14
15 [ddl |
16 [chi2 0.98(1) 59915
17
18 [p-walue 0 2045)

Fig. 3.3. Comparaison des distributions - Garantie supplémentaire selon emploi

Toujours avec I'outil "Tableaux croisés dynamiques" d'Excel, nous élaborons le tableau des effectifs et des

distributions conditionnelles (Figure 3.3) :

— Mis a part le fait que nous avons R = 3 lignes dans le tableau croisé dynamique, la structure de la feuille

(0.1875—0.0588)? (0.6250—0.5588)° (0.1875—0.3824)2

de calcul est exactement la méme. Ainsi A = 373 + 10719 + 3713 =

0.0166 0.0044 0.0380 __
166 1 0.0044 4 0.0380 _ () 058

— Nous en déduisons x2,, = 16 x 34 x 0.0058 = 3.1745.

— Avec R—1 = 3—1 = 2 degrés de liberté, le seuil critique du test au risque o = 5% est x3 o5(2) = 5.9915.
— L'hypothése d'homogénéité des distributions n'est pas contredite par les données. La structure de la
"garantie supplémentaire" est la méme quel que soit le type d’emploi de la personne de référence.

— La p-value du test est 0.2045.

sey 7

3.2.4 Généralisation du test d’homogénéité a K > 2 populations

Le test d’homogénéité du x? peut étre généralisé 3 K > 2 populations. Introduisons les nouvelles notations

suivantes :

— Ok = Zf:l Ork

— Or. = Zf:l Ork

La statistique du test s'écrit (voir [2], page 314; [14], page 345 et 346) :

Sous Hy, la distribution de X est la méme quelle que soit la sous population, la statistique du test suit
une loi du x2 3 (R — 1)(K — 1) degrés de liberté.
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3.2 Test d’homogénéité du x> pour 2 populations 43

Remarque 5 (Test d'indépendance du x? 7). Le test de x? est trés répandu. On le retrouve sous différentes
formes. La plus populaire est certainement le test d’indépendance entre 2 variables catégorielles, calculée
a partir d'un tableau de contingence. La problématique n’est pas (exactement)! la méme que la

notre, mais on se rend compte que les formules sont identiques.

1. Entre parenthéses le terme "exactement" car, comme nous |'annoncions plus haut, une comparaison de populations
peut étre vue comme |'analyse d'une association de la variable d’intérét X avec une variable catégorielle qui permet de

définir les sous populations. La distinction n'est peut étre pas aussi tranchée finalement.
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Partie 1l

Autres tests
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Tests pour échantillons appariés

4.1 Principe de I'appariement

L'objectif de I'appariement est de réduire la variabilité due aux observations. Prenons un exemple simple
pour expliciter I'idée. Un industriel affirme que son additif pour essence permet de réduire la consommation
des automobiles. Pour vérifier cette assertion, nous choisissons au hasard ny véhicules, nous leur faisons
emprunter un parcours routier, nous notons la consommation de chaque véhicule. Puis nous extrayons un
second échantillon de no observations, nous rajoutons I'additif dans le réservoir, sur le méme parcours routier,
nous mesurons les consommations. Pour tester la réduction la consommation, nous confrontons les deux
moyennes observées T, et x2. Nous sommes dans un schéma de test sur échantillons indépendants dans ce

cas.

En y regardant de plus prés, on se rend compte qu'il y a des éléments non maitrisés dans notre expéri-
mentation. Avec un peu de (mal)chance, il se peut que les petites berlines soient majoritaires dans le premier
échantillon, les grosses berlines dans le second. Cela faussera totalement les résultats, laissant a penser que
I'additif a un effet néfaste sur les consommations. Le principe de |'appariement est d’écarter ce risque en
créant des paires d’observations. Dans notre exemple, nous choisissons en effet n véhicules au hasard ! dans la
population : nous leur faisons faire le trajet normalement une premiére fois, puis nous rajoutons |'additif dans
réservoir, nous leur refaisons parcourir le méme chemin. L'écart entre les consommations sera un bon indicateur
des prétendues bénéfices introduits par I'additif. Ce schéma "avant-apres" est la forme la plus populaire de
I'appariement. Elle permet de réduire le risque de second espéce du test c.-a-d. nous augmentons la puissance

du test.

En réalité, I'appariement s’applique plus largement qu’au seul schéma “avant-apres”. |l est efficace a partir
du moment ou nous réunissons les deux conditions suivantes : les individus dans chaque paire se ressemblent
le plus possible, ou appartiennent a une méme entité statistique (un ménage, des jumeaux, etc.); les paires

d’observations sont trés différentes les unes des autres.

1. pas tellement, nous verrons cela plus loin
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48 4 Tests pour échantillons appariés

Reprenons notre exemple des additifs pour carburants : nous souhaitons comparer les mérites respectifs
de 2 additifs concurrents. On ne peut pas mettre le premier additif, faire faire le trajet, puis ajouter le second
additif. Quand bien méme nous aurions vidangé le réservoir entre temps, nous ne savons pas si les effets du
premier additif sur le moteur se sont estompés. Pour dépasser cet écueil, il serait plus judicieux d'échantillonner
des paires de modeles identiques (marque, modele, kilométrage), et de comparer leurs consommations deux a
deux. Nous y gagnerons si les paires sont différentes les unes des autres c.-a-d. couvrant aussi largement que

possible le spectre des véhicules existants (petites citadines, familiales, grosses berlines, etc.).

L'appariement, que |'on retrouve sous différentes appellation (mesures répétées, échantillons dépendants,
paired samples ou matched pairs samples en anglais, ) est une procédure trés populaire en statistique. Elle

permet une analyse fine des différences entre les populations.

4.2 Comparaison des moyennes

4.2.1 Test d’hypotheéses, statistique du test et région critique

Nous considérons maintenant disposer d'un échantillon de n observations. Chaque observation étant consti-
tuée d'une paire de valeurs. Nous formons une nouvelle variable aléatoire D dont les valeurs d; sont obtenues

par différences des paires de valeurs c.-a-d.

di = 251 — T2

X étant gaussienne, D |'est également. Nous savons de plus que E(D) = up = u1 — pe. Le test de

comparaison de moyennes pour échantillons appariés s'écrit dés lors

H()Z/LD:O
Hy:pp #0

Il s'agit ni plus ni moins que d'un test de conformité de la moyenne a un standard a partir d'un échantillon

de n observations?2.

Notons d la moyenne empirique, avec

S
Il
S|

>
i=1

2. Voir http://wuw.itl.nist.gov/div898/handbook/prc/section2/prc22.htm
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4.2 Comparaison des moyennes 49

L'estimation de la variance3 de D & partir d'un échantillon s'écrit

Sous Hy, la statistique du test s'écrit

_d
sp/vn

Elle suit une loi de Student a (n — 1) degrés de liberté. Nous rejetons I'hypothése nulle si

t:

RC.:|t| > tl_%(n -1
Ce schéma implique qu'il ne doit pas y avoir interaction entre les objets et les facteurs. Reprenons I'exemple
de comparaison des additifs, si le premier s’avére meilleur chez les petits véhicules, et le second meilleur pour
les berlines. La statistique basée sur la moyenne des écarts sera faussée, proche de 0, poussant a |'acceptation

de I'hypothese nulle alors que la situation est en réalité plus complexe.

4.2.2 Un exemple : la comparaison des salaires

Nous souhaitons savoir si, dans les ménages, les hommes ont tendance a avoir un salaire plus élevé que
leur épouse. Bien évidemment, il ne faut surtout pas mettre en oeuvre un test pour échantillons indépendants.

La comparaison doit se faire a I'intérieur des ménages.

A partir des colonnes de "salaire.homme" et "salaire.femme", nous construisons la variable D. Ensuite,

nous vérifions que la moyenne de D s'écarte significativement de la valeur 0 (Figure 4.1) :

— Nous disposons bien de n = 50 valeurs de D

— Nous calculons la moyenne empirique d = 0.1546, son écart type sp = 0.2825

_ P . N . _ _ 01546 _ 0.1546 _
La statistique du test est obtenue directement a partir des ces valeurs t = 02825//30 — 0.0400 — 3.8697

— Au risque a = 5%, le seuil critique est g 975(49) = 2.3124
— Nous nous situons dans la région critique, nous concluons que les salaires dans les ménages ne sont

pas identiques, plutdt a I'avantage de I'homme au regard du signe de d

3. Les variables ne sont pas indépendantes, la variance ne peut pas se résumer a la somme des variances des variables

individuelles. Il faudrait prendre en compte la covariance entre X; et X2, soit

V(D) =0} = 0%,_x, = 01 + 03 — 2 x COV (X1, X2)

Mais, puisque nous disposons des observations d;, nous pouvons les utiliser directement pour estimer s2,
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50 4 Tests pour échantillons appariés

Fig. 4.1. Comparaison des salaires - Echantillons appariés

Remarque 6 (Test sur échantillons indépendants). Si nous traitons le méme exemple, en considérant mainte-
nant que les échantillons sont indépendants, nous disposons de 100 observations (n; +ns = 50+50 = 100).
La procédure de comparaison des moyennes (cf. section 1.2.2) nous fournit ¢ = = 1.4407, et nous
sommes dans la région d’acceptation de Hy, les salaires moyens seraient identiques... et c’est comme ¢a
qu’on sauve la paix des ménages. Dans la construction du test t, par rapport au test spécifique pour

échantillons appariés, nous perdons en précision (écart type plus élevé) ce que nous avions gagné en

degrés de liberté.
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2 1 7.02 772 0.20 [n &0
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7 B £.89 .51 0.38 [t 3.8607]
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13 12 8.40 .07 0.33
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39 3 7.43 7.20 0.23

40 a9 8.78 .58 0.20

41 40 8.28 7.85 0.43

42 41 6.31 B.57 026
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44 43 7.43 6.96 0.52
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4.3 Comparaison de K moyennes - Les blocs aléatoires complets 51

4.3 Comparaison de K moyennes - Les blocs aléatoires complets

4.3.1 Principe

Le test basé sur les plans d'expériences en blocs aléatoires complets est a '’ANOVA ce que le test pour
échantillons appariés est pour le test de Student pour échantillons indépendants. L'idée fondatrice est toujours
I'appariement, mais nous gérons cette fois-ci K populations (K traitements, voir [3], chapitre 6, pages 141 a
167).

En anglais, le terme consacré est randomized blocks*. Reprenons notre exemple des additifs pour carburants.
Nous souhaitons maintenant comparer K = 5 marques différentes. De la méme maniére que précédemment,
nous constituons n unités statistiques (n blocs), chaque unité étant composé de 5 véhicules. Nous attribuons
totalement au hasard le traitement a l'intérieur de chaque unité. Plus les individus a I'intérieur d’un bloc se
ressemblent, plus nous réduisons la variabilité intra-blocs, en revanche nous avons tout intérét a élaborer des

blocs aussi différents que possible les uns des autres.

L'appariement peut également faire référence aux mesures répétées (repeated measures en anglais). I
s'agit en quelque sorte d’'une généralisation du canevas "avant-aprés" présenté dans le cas de 2 traitements.
Par exemple, nous souhaitons analyser la résistance a la déchirure de K combinaisons de motards. Nous
demandons a des cascadeurs de simuler des chutes. Le plus judicieux serait de demander a chaque cascadeur
de répéter K fois la chute avec chaque combinaison, ce faisant nous réduisons autant que possible la variabilité
due a I'échantillon. Bien siir, il ne faut pas qu'il y ait un phénomeéne d’apprentissage ou d'habitude de la part
des sujets. Si les cascadeurs s'enhardissent au point de provoquer des glissades de plus en plus spectaculaires
au fil de I'expérimentation, et si nous passons les différents types de combinaisons dans le méme ordre pour

chaque individu, les résultats seront complétement faussés.

Les techniques présentées dans cette section s'appliquent exactement de la méme maniére que I'on soit

dans un schéma de "mesures répétées" ou de "blocs aléatoires complets".

4.3.2 Statistique du test - Décomposition de la variance

Puisqu'il s'agit d'un cas particulier de comparaison de plusieurs moyennes, nous devons décomposer la

variance de maniére 3 mettre en évidence celle due aux K traitements.

Sans trop rentrer dans les détails, nous sommes dans le cadre de 'ANOVA a deux facteurs. Les K trai-
tements (K populations) représentent le premier facteur (souvent fixe); les n blocs représentent le second

facteur (forcément aléatoire) (voir [1], chapitre VI, pages 179 a 197).

4. Voir http://www.socialresearchmethods.net/kb/expblock.php pour une description détaillée de la stratégie

et des bénéfices qu'on peut en attendre
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52 4 Tests pour échantillons appariés

Hypotheéses de calcul

Nous appliquons sur n blocs K traitements, x;; est la valeur observée du traitement % sur le bloc n%.
Pour un modeéle a facteur fixe, nous supposons vérifiées les hypotheses suivantes :
— ik = N(pir, 0);
— Les effets blocs et traitements sont additifs c.-a-d. px — pikr = pirk — pirk- Quel que soit le bloc, les
facteurs agissent de la méme maniére, avec le méme écart.

— Cette égalité peut étre ré-écrite avec ik — firk = ik — Mok Quel que soit le traitement, les écarts

entre les moyennes d'un bloc a I'autre sont les mémes.

Notons p 5 I'espérance de I'effet du traitement n°k. Les hypothéses a confronter de I’ANOVA sont "aucun
traitement n'a un effet meilleur que les autres" (ou "tous les traitements produisent le méme résultat") vs. un

des traitements au moins se démarque d'un autre :

Ho:pr=-=pK

H; : deux des moyennes au moins sont différentes

Tableau d’analyse de variance

A l'instar de '’ANOVA a un facteur (section 1.3), il nous faut décomposer la variance totale pour obtenir

une réponse au test. Introduisons tout d'abord de nouvelles notations :

— T;. =), ®ik est la somme des valeurs a l'intérieur du bloc i ;

— T, = 7;{ est la moyenne des valeurs a |'intérieur d'un bloc;

Zi ;1 est la somme des valeurs associées au traitement & ;

— X = % est la moyenne associée au traitement k;

t. = L= >, w est la moyenne globale.

L'équation d'analyse de variance s'écrit (voir [6], pages 67 a 71 pour les démonstrations) :

SCT = SCE + SCB + SCR' (4.2)

S @i —2)2= Y @r—2)2+> D> (@ -2+ D> (v — T —Tr+7.)° (43)
ik ik ik ik

ol SC'T traduit la variabilité totale; SCE la variabilité expliquée par les traitements; SCB la variabilité

expliquées par les blocs; SCR’ |a variabilité résiduelle, non expliquée par la modélisation.
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En faisant le paralléle avec la décomposition de la variance de I'ANOVA a 1 facteur pour échantillons indé-
pendants (section 1.3.2), nous nous rendons compte que la partie non expliquée est maintenant décomposée

en 2 parties
SCR=8CB+ SCR

Entre d'autres termes, nous avons réussi a isoler de I'erreur les différences entre les blocs®. Sachant que
SCB > 0, en passant par les blocs aléatoires complets nous ne pouvons que réduire la partie non modélisée
(SCR' < SCR) par rapport a 'ANOVA a échantillons indépendants (que I'on appelle aussi expériences

complétement aléatoires dans la terminologie des plans d'expériences - voir [3], chapitre 5, pages 109 a 139).

Nous pouvons résumer les différentes sources de variabilité dans le tableau d’analyse de variance (Tableau

4.1).

Source Somme.Carrés ddl Carrés.Moyens F
Expliquée (Traitement) SCE = ZZ Zk(:ik —z.)? K-1 CME = f(c_}’; F= g}v\fg,
Blocs SCB=3% 5 (2 —z.) n—1 CMB = <& -
Résiduelle SCR =33 (i — &i. —Za +2.)*|(n — 1)(K —1)|CMR = 558 -
Total SCT =%, % (v —2.)° nkK —1 - -

Tableau 4.1. Tableau de I'analyse de la variance - Blocs aléatoires complets

La statistique du test est donc F = gﬁg

Sous Hy, elle suit une loi de Fisher a [ — 1, (n — 1)(K —1)] degrés de libertés. Nous rejetons I'hypothese
nulle si F' est plus grand que le quantile d’ordre 1 — « de la loi de Fisher 3 [K — 1, (n — 1)(K — 1)] degrés de

liberté.

Remarque 7 (Lorsque K = 2). Lorsque nous avons K = 2, la solution mise en avant dans cette sec-
tion concorde exactement avec celle de la comparaison de moyennes pour échantillons appariés (section

4.2)(Voir [6], page 74-75 pour la démonstration).

4.3.3 Un exemple : analyse de I’endurance de pneumatiques

Notre fichier des demandeurs de crédit ne se préte pas a ce type d’analyse. Nous utilisons des données
spécifiques pour illustrer cette section. Nous reproduisons un exercice proposé dans |'ouvrage de Guenther ([6],

exercice 3.5, page 74).

Nous souhaitons comparer la distance que I'on peut parcourir a I'aide de 4 marques de pneumatiques (A,

F, G, R), pour un type de véhicule spécifique. Nous les montons neufs sur le véhicule. Nous les faisons rouler
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A B € D E F G
1 Margue de preumatiques (Traitement)
2 A F G R Moyenne
3 1 38 29 41.5 39 36.58
4 2 24.5 36 35.5 25 30.25
5 3 375 38.5 31.5 29.5 34.25
B 4 20.5 33.5 29.5 21.5 26.25
7 § 5 29.5 35 34 11 27.38
] is] B 22 33 35 17 26.75
] 7 29 75 38 185 30.75
10 g 25 215 28 18 23.13
11 ] 26 35 28 17 26.63
12 10 17 235 3 165 2275
13 Moyenne 26.90 32.30 33.50 21.30 28.50
14
15 Tabl d'analyse de variance
16 Source Somme Carrés ddl Carrés Moyens F p-value
17 Traiternent 935.40 3 312.80 11.5796 0.00005
18 Bloc 74475 9 82.75
19 Résiduel 729.35 2 27.01
20 Total 241250 39

Fig. 4.2. Endurance de différentes marques de pneumatiques - Blocs aléatoires complets

jusqu'a ce que le témoin d'usure soit apparent. Nous mesurons alors la distance totale parcourue (en millier

de miles).

On

sait que I'endurance des pneumatiques est largement influencée par le type de parcours et les conditions

climatiques. L'idée est de réduire la variabilité en créant 10 catégories (blocs) aussi homogénes que possibles

au regard de ces éléments. A |'intérieur de chaque bloc, composé de 4 véhicules aux caractéristiques identiques,

les pneumatiques sont attribués aléatoirement.

Les données sont saisies dans une feuille EXCEL, nous mettons en place les calculs (Figure 4.2) :

Dans le tableau de calcul, nous avons en ligne les n = 10 blocs. La marge correspond a la moyenne
des blocs. Par exemple, 1. = 36.88

En colonne, nous avons les K = 4 types de pneumatiques. En marge, les moyennes des traitements.
Par exemple, .1 = 26.90

La moyenne de I'ensemble des valeurs est = = 28.50

Nous pouvons construire le tableau d'analyse de variance, conformément a la structure décrite dans le
Tableau 4.1. Nous obtenons successivement SCE = 938.40, SCB = 744.75, SCT = 2412.5, et par
différence SCR' = 729.35

Apres avoir calculé les degrés de liberté et les carrés moyens, nous pouvons former le statistique du test
F =328 — 11,5796

A 5%, le seuil critique du test est Fyg5(3,27) = 2.9603. Nous sommes dans la région critique, nous

concluons que les pneumatiques ont des durées de vie différentes.

La probabilité critique (p-value = 0.00005) aboutit bien évidemment a la méme conclusion.

5. voir http://davidmlane.com/hyperstat/within-subjects.html
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{7 TANAGRA 1.4,25 - [One-way ANOVA 1]
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Fig. 4.3. Endurance de différentes marques de pneumatiques - ANOVA échantillons indépendants

Remarque 8 (Et si on ne tenait pas compte des blocs 7). Nous avons procédé au méme test en considérant
maintenant que les échantillons sont indépendants. Nous omettons des informations trés importantes ce

faisant. Voyons ce qu’il en est des résultats (Figure 4.3, nous avons utilisé le logiciel Tanagra) :

— Nous retrouvons les valeurs des moyennes des traitements et la moyenne globale.

— La variabilité totale est la méme T'SS = SCT = 2412.5, celle expliquée par les traitements égale-
ment BSS = SCE = 938.4. La différence maintenant est que la variabilité due aux blocs (SCB)
et résiduelle (SCR’) sont confondues dans la variabilité intra-classes WSS = SCR = 1474.1 =
744.75 + 729.35.

— De fait, la quantité au numérateur de la statistique n’est pas modifiée, le dénominateur en revanche
est augmentée, F' diminue mécaniquement, elle passe a F' = 7.6391.

— Cette baisse n’est pas compensée par une augmentation des degrés de liberté. Nous constatons
que PANOVA pour échantillons indépendants signale comme moins significative les écarts entre les
performances des pneumatiques (p-value = 0.00045). Il reste toutefois qu’au niveau de signification

5%, les conclusions des 2 approches concordent.
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4.4 Comparaison des variances pour 2 échantillons appariés

4.4.1 Test, statistique du test, région critique

De la méme maniére que pour les échantillons indépendants, nous pouvons étre emmenés a procéder a une
test de comparaison de variances pour 2 échantillons appariés. Dans notre exemple d'additifs pour carburants,
on veut tester si la moyenne les consommations baissent, mais on peut aussi vouloir tester si les valeurs
constatées se resserrent, le produit homogénéise-t-il le comportement des véhicules ?

Nous disposons d'un échantillon de taille 7, nous mesurons les variables X; et X5 sur les mémes individus

(ou tout du moins sur un échantillon apparié). Nous souhaitons tester |'égalité des variances c.-a-d.

Hoile

Hl:ﬁ#l

Le test le plus répandu (ou le plus souvent cité) est celui de Pitman (1939)°. Il repose sur un résultat
fondamental. Soient les variables synthétiques U et V avec U = X; + X5 et V = X; — X5, on montre la
relation suivante

01

Tur = 0 <& =1

02
Tuy €st le coefficient de corrélation de Pearson. De fait, le test d'égalité des variances est totalement

équivalent au test d'hypothéses suivant

Hy:rypy=0
Hy:ry #0

Il s'agit d'un test de significativité de la corrélation, bien connue [13]. On notera néanmoins que ce test
est relativement peu robuste par rapport a I'hypothése sous-jacente de normalité bivariée du couple (U, V).
Ce qui limite quelque peu sa portée.

La statistique du test est donc celui du test de significativité de la corrélation, soit

Tuv
t= Wier=w (4.4)
V =2

Fuv est I'estimation de 7, sur I'échantillon. Sous Hy, ¢ suit une loi de Student a (n — 2) degrés de liberté.

La région critique du test au risque « s'écrit

RC.:|t| >t1—a(n—2)
6. E.G. Pitman, A note on normal correlation, Biometrika, 31, 9-12, 1939.
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4.4.2 Un écriture équivalente de la statistique du test

On rencontre parfois dans la littérature une autre formulation de la méme statistique de test. Elle est
exprimée directement a partir des variables X; et X5, elle ne fait donc pas intervenir les variables transformées

UetV.

Soient les estimateurs de la variance s? et s3 de X; et Xo, nous en déduisons s2, . = max(s?,s3) et

s2 .. =min(s?, s3). Nous définissons ' comme le rapport
2
s
max
F 2
min

La statistique du test de comparaison de variables s'écrit

(F—1)vn—-2
o0J/F—72_)

r1T2

t:

ol 72 . est le coefficient de corrélation empirique entre les variables X; et X;.

Les équations 4.4 et 4.5 sont totalement équivalentes. La distribution sous H| et la région critique sont

bien évidemment identiques.

4.4.3 Exemple : dispersion des salaires hommes-femmes

Nous souhaitons comparer la variance des salaires des hommes (X) et des femmes (X5) de notre fichier
de travail (Figure 0.1). Nous ne pouvons pas mettre en oeuvre un test pour échantillons indépendants (test
de Bartlett, Levene, etc.), en effet les individus sont en couple. Nous allons utiliser les 2 approches ci-dessus

(équations 4.4 et 4.5) et comparer les résultats (Figure 4.4).
Pour la premiére approche (Solution 1) :

— Nous créons les deux colonnes U (u; = @1 + x2) et V (v; = 241 — 242)
P - 0.1903+/50—2
— Nous obtenons la corrélation #,, = 0.1903 et la statistique du test t = 01607 = 1.3427.
— t suit une loi de Student a (n — 2 = 50 — 2 = 48) degrés de liberté. La probabilité critique du test est
p-value = 0.1857.

— Au seuil de signification 5%, nous dirons que I'hypothése d'égalité des variances ne peut étre rejetée.

Pour la seconde approche (Solution 2) :

— Nous calculons les variances empiriques s7 = 0.3157 et s3 = 0.2600. Nous en déduisons s2,,, = 0.3157

et 52, = 0.2600

min

\ _ 0.3157 _
— Des lors F' = 55555 = 1.2140
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4 Tests pour échantillons appariés

1
2
3
4
s
5}
7
g

9

10
11
12

A B C o] E G
Sal.Hy (¥1) | Sal.Femme (X2) U=X1+X2 V=X1-%2

7.92 772 1664 0.20 Solution 1

797 7.43 15.46 .48

5.97 710 14.07 013 [ru ) 0.1903]
7.85 7.33 1624 0.46

567 5.76 13.43 -0.09 [n 50]
£.89 .51 13.40 033

7.29 6.93 1422 0.36 t 1.3427‘
753 751 16.04 0.02 prvalue 0.1857
7.48 725 1473 023

727 650 13.87 067

7.28 747 1475 -0.13

.40 8.07 16.47 033 Solution 2

7 46 £.73 1425 057

8.42 8.01 16.43 0.41 201) 0.3157‘
7.39 744 1483 -0.05 207 0.2600
747 7.53 15.06 012

7.86 780 15.36 0.36 [F 1.2140]
£.33 7.06 13.89 023

.95 7.29 14.27 -0.31 [re1 2y 10.5654]
780 7.3 1518 0.42

767 7.63 1636 -0.02 t 1.3427‘
728 705 1433 023 prvalue 0.1857
717 £.065 1403 0.31

7.42 725 1467 017

7.83 777 1660 0.06

733 7.14 14.47 0.19

B.02 £.03 1205 0.0

7.63 777 16.40 014

618 fi.40 1258 022

757 753 1510 0.04

7.36 7.78 16.14 042

.03 7.94 1697 0.09

B 46 .12 16.58 034

G54 712 1376 -0.48

7.92 7.92 16.84 0.00

714 720 1434 -0.08

713 6.85 13.98 0.28

7.43 7.20 1463 0.23

8.78 8.58 1736 0.20

528 7.85 16.13 0.43

B.31 .57 12.88 026

7.48 6.97 14.45 051

748 £.96 1444 052

769 711 14.80 0.58

744 716 1460 0.28

747 7.24 1471 0.23

817 8.23 16.46 012

7.40 7.23 1453 011

7.26 6.81 1407 0.45

750 716 146R 034

Fig. 4.4. Comparaison de 2 variances - Echantillons appariés

— Par ailleurs, nous calculons la corrélation entre les variables originelles 7, ., = 0.8654 (on observe au

— Nous appliquons la formule 4.5 pour obtenir la statistique du test ¢t =

passage que les salaires dans les ménages sont fortement corrélés)

(12140-1)v50-2 _ _ 1 3497
24/1.2140(1-0.86542)

— t suit toujours une loi de Student a (50 — 2 = 48) degrés de liberté, la p-value du test est exactement
la méme (0.1857).
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Partie Il

Tests multivariés
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Cette partie de notre support se démarque des précédentes. Nous analysons simultanément plusieurs

variables d’intérét. La variable aléatoire X est a p dimensions.

Nous nous situons toujours dans un cadre paramétrique, nous faisons I'hypothése que X suit une loi
normale multidimensionnelle ou loi multinormale, de paramétre p, son barycentre, et 3, sa matrice

de variance covariance. Nous utiliserons la notation

X =Np(p, X)

L'objectif de la comparaison de populations n'est pas fondamentalement modifié. Il s’agit toujours de
s'assurer que les paramétres de la distribution des données est la méme dans (K > 2) sous populations. La

démarche est identique, seules les statistiques de test et leurs distributions seront modifiées.

Trouver de la documentation détaillée sur le sujet que nous traitons dans cette partie est assez ardue.
Par le plus grand des hasards, j'ai pu dénicher un extraordinaire travail accessible gratuitement en ligne
(https://online.stat.psu.edu/statprogram/stat505 — voir I'onglet “Online Notes”). Quasiment tout
y est concernant |'inférence statistique multidimensionnelle. Soyons honnéte, mon principal mérite dans cette
histoire est d'inscrire le sujet dans le canevas de ce support, en préservant autant que possible la cohérence
de la présentation; de rédiger le tout en francais; et de détailler les calculs dans un tableur afin de décrire
finement les principales étapes du calcul, la source ci-dessus se contentant de commentaires de sorties de
logiciels commerciaux. A ce titre, nous utiliserons les mémes exemples que le site pour que tout un chacun

puisse comparer les résultats en détail

Pour ceux qui souhaitent approfondir le sujet, le mieux est de consulter ce site. Vous y trouverez, entre
autres, les parties que j'ai éludé car elles ne rentrent pas directement dans la trame de ce support : la

construction pratique des ellipsoides de confiance, I'analyse discriminante, etc.
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Notations et bases inférentielles

5.1 Notations

La nature du probléme étant quelque peu modifiée, nous allons redéfinir nos notations. Attention, dans
certains cas, elles ne seront pas cohérentes avec les parties précédentes. Nous avons préféré prendre ce risque
pour étre en accord avec notre principale source, plutét que d'inventer des nouveaux sigles venus de nulle part,

trop complexes a force de vouloir étre trop précis.

X correspond maintenant a un ensemble de p variables c.-a-d. X = (Xj|...|X,). Elle suit une loi

multinormale N, (u, X). 1 correspond au vecteur des espérances mathématiques, elle est de dimension (p, 1)

M1

Hop
avec u; = E(X;), j=1,...,p.

X est la matrice de variance covariance, de dimension (p, p). Elle est symétrique, la quantité de coordonnée

(I,c) est

Olc = COV(Xl7 Xc)

Sur la diagonale principale, nous avons la variance

g = 0’12 = V(Xg)

A partir d'un échantillon {2, nous avons une matrice de données avec n observations et p variables. Nous

construisons les estimateurs usuels. La moyenne empirique s'écrit
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= 1 oz z . ) TR o
avec I = -~ ) . xi;; x;; étant la valeur observée de la variable X; pour I'individu n°

Concernant la matrice de variance covariance estimée, nous avons S de dimensions (p,p), avec pour

contenu de la cellule (I, ¢)

Sle = TLi 1 Z(le - -i‘l)(xic - -i‘c) (51)

%

La matrice est symétrique, sur la diagonale principale nous avons |'estimation non biaisée de la variance

1 _
S| = 812 = 7TL 1 (mil - ml)Q
7

Enfin, nous rajoutons I'indice k lorsque nous travaillons sur le sous échantillon 2%, nous obtenons ainsi :

— g pour le barycentre théorique;
— X, pour le barycentre empirique, estimé sur un échantillon de taille ny ;
— X, pour la matrice de variance covariance théorique ;

— Si pour la matrice de variance covariance empirique.

5.2 Loi normale multidimensionnelle et autres lois importantes
5.2.1 Loi multinormale
Fonction de densité

La fonction de densité de la loi multinormale s'écrit

(27T)p/2(cliet )17z mp[*%(X — ) ZHX — p)]

f(X) =

ol (det X est de déterminant de la matrice de variance covariance, X ~! son inverse.

La fonction de densité prend son maximum autour de la moyenne théorique, la forme du nuage de points
dépend de l'intensité du lien entre les variables. Visualisons cela dans le cas a 2 variables, nous constatons que

le nuage devient de plus en plus effilé & mesure que la corrélation r entre les variables augmente (Figure 5.1).
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Bivariate Mormal Dersity = r=00

Bivanate Nomal Density = r=07

ni
b
Bs

bR

AN

(X111
-

Fig. 5.1. Fonction de densité de la loi multinormale (p = 2) en fonction de la corrélation r

Distance de Mahalanobis et variance généralisée

La quantité Af) est le carré de la distance de Mahalanobis :

A2 = (X =) 57X — p)

Elle définit la distance de tout point par rapport au centre de gravité, en tenant compte de la forme du

nuage de points. Si X est gaussien, on sait que Af) suit une loi du x? A p degrés de liberté

Ainsi, pour un niveau de confiance (1 — «), nous pouvons obtenir les contours de |'ellipsoide théorique qui

a une probabilité (1 — «) de contenir les observations dans notre espace de représentation. Elle est définie par

(X =)/ Z7HX — p) = xT_a(p)

X3_,(p) est le quantile d’ordre 1 — « de la loi du x?
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s
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Fig. 5.2. Ellispoide de confiance théorique dans un espace a p = 2 dimensions

Dans le cas a p = 2 dimensions, nous pouvons visualiser cette ellipse (Figure 5.2)

Le déterminant de la matrice de variance covariance det X est la variance généralisée. C'est la généra-
lisation a p dimensions de la variance usuelle. Sa racine carrée est proportionnelle au volume de I'ellipsoide

théorique de confiance (les quantités p et « interviennent également dans le calcul ; voir [2], page 122).

5.2.2 Loi de Wishart, loi de Hotelling et loi de Wilks
Nous présentons succinctement dans cette section les lois de probabilités utilisées pour le calcul statis-

tique dans le cadre multidimensionnel (pour plus de détails, voir [14], pages 103 a 106). Nous les mettrons

constamment en paralléle avec |'équivalent univarié.

Loi de Wishart
Une matrice M suit une loi de Wishart W,(n, X) si elle peut s’écrire sous la forme M = X'X, ot X est

une matrice de n observations sur p variables. Les observations sont i.i.d, distribuées selon une loi multinormale

centrée N, (0, X).

La loi de Wishart est la généralisation 3 p dimensions de la loi du x2.

Loi du T2 de Hotelling

Si 2 suit une loi normale NV,(0,I), et M est une matrice de Wishart W,,(n, I), alors la quantité
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T? = na'! M~ 'z

. . . , 2
Suit une loi de Hotelling, notée T;7(n).

On ne manquera par de faire le paralléle avec le carré de la loi de Student qui, rappelons le, est formée a

partir du rapport entre une loi normale et la racine carrée d'un x2 normalisé par les degrés de liberté.

Loi du A de Wilks
Soient A (resp. B), une matrice de Wishart W,(m, X) (resp. Wp(n, X), alors le rapport

|A]
A= —""—
|A+ B|
Suit une loi de Wilks notée A(p,m,n).

On peut la voir comme une généralisation multidimensionnelle de la loi de Fisher qui est, rappelons le,

formée a partir du rapport de 2 loi de x? normalisées par leurs degrés de liberté respectifs.

5.3 Test de comparaison de la moyenne a un standard

5.3.1 Définition du test

Test multivarié. Commencons préalablement par le test de comparaison a un standard. Il ne s’agit pas
vraiment d'un test de comparaison de populations. Nous le présentons néanmoins car nous y trouvons tout le

ferment des tests de comparaison de moyennes dans un espace multidimensionnel.

Pour un ensemble de p variables d'intérét, nous souhaitons mettre en oeuvre le test d'hypothéses suivant :

Ho : p=po
Hy:p# po

N'oublions pas que nous sommes dans un espace a p dimensions. o est le vecteur de référence

(1105 - - -, ppo)’- Le test équivaut en réalité a :
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HQ : =
Hp Hp,0
Hy 35, pj # w0

L’impossibilité de décomposer en tests individuels. Il suffit d’une différence sur une des dimensions pour

invalider I'hypothése nulle. La tentation est grande de décomposer le test en une série de p tests individuels

Ho @ pj = pjp

Hy sy # pp
Cette démarche n'est pas appropriée pour 2 raisons :

1. Le test est réalisé en une seule fois lorsqu'il est multivarié. Nous avons une répétition des tests dans la
démarche univariée, accroissant le risque de rejeter a tort I'hypothése nulle. Il serait possible de corriger
cela en s'inspirant des techniques populaires dans les comparaisons multiples, telles que la correction

de Bonferroni. Mais nous nous heurtons alors a un second écueil.

2. Les variables ne sont pas indépendantes, elle sont plus ou moins corrélées. En les testant individuelle-
ment, nous omettons totalement les éventuelles interactions. Il semble alors que la stratégie univariée

soit trop conservatrice (favorisant I'hypothése nulle).

Il nous faut donc produire une statistique de test spécifiquement multivariée.

5.3.2 Statistique, distribution et région critique - X' est connue

Rappelons que les n observations sont i.i.d. c.-a-d. indépendantes et suivent la méme loi normale multi-
dimensionnelle. Nous estimons le barycentre théorique avec le barycentre empirique. Le calcul est simple, il

suffit de calculer la moyenne sur chaque variable X ;. Nous obtenons le vecteur X de dimension (p, 1).

La statistique du test, si X' est connu s'écrit :

xX* = n(X — po)' XX — po)

Sous Hy, elle suit une loi du x? a (p) degrés de liberté.

L'intérét pratique de ce test est pour le moins restreint. Nous signalerons avant tout la similitude de la
formulation avec le test de la comparaison de la moyenne unidimensionnelle avec un standard, lorsque I'écart

type est connu.
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5.3.3 Statistique, distribution et région critique - X' est inconnue

Dans la pratique, nous devons estimer la matrice de variance covariance a partir des données, nous utilisons

S (section 5.1). Dés lors, la statistique du test devient

7% =n(X — po)'S™H(X — po) (52)

T? suit une loi de Hotelling 7.7 (n).

L'utilisation directe de cette statistique impose que nous ayons sous la main les tables de la loi de Wishart.
Ce n'est pas toujours évident. On utilise usuellement une transformation qui permet de nous ramener vers les

lois usuelles.

La statistique F' définie de la maniére suivante

F:a%¥%ﬁ (5.3)

Suit une loi de Fisher a (p,n — p) degrés de liberté. La région critique du test pour un risque « s'écrit

R.C.:F>Fi_,(p,n—p)

5.3.4 Un exemple : la nutrition des femmes

Nous utilisons les données Women’s Nutrition Data. Il s'agit d'une enquéte portant sur |'alimentation de
(n = 737) femmes. L'objectif est de comparer les apports en éléments divers (calcium, fer, etc.) avec les

quantités recommandées par I'administration (po).

Variable Référence|Moyenne
Calcium (mg) 1000 624.0
Fer (mg) 15 11.1
Protéines (g) 60 65.8
Vitamine A (ug)| 800 839.6
Vitamine C (mg)| 75 78.9

Tableau 5.1. Alimentation des femmes (Données USDA) - Quantités recommandées et moyennes mesurées

Les valeurs de référence (recommandées par I'administration) et les moyennes mesurées sur 737 individus
sont recensées dans le tableau 5.1. Reste a savoir si les différences sont significatives. Nous décrivons les calculs

dans une feuille EXCEL (Figure 5.3) :
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L i N 8] P Q
1 n 737
2 p 5
g
4
5 WK
g 161624707 BY1905.8258 447180076  75374589.2 4932389.36
7 B51905.8259 26356.55418 839467115 1754000.312 101326582
] 4471800762 03946.71151 6BO0E9.385 5324217024 351219.04
g 78374589.2 1754000912 539491792 1963980245 16238551
10 4932389 356 101326.5822  351219.04 16235550.98 3986370.36
11
12 s
13 157829.4 2401 BO075.8 1024111 6701.6
14 240.1 kB8 1141 2383.2 137.7
15 G075.8 114.1 934.9 73301 4772
16 1024111 2383.2 73301 2R60452.4 22063.2
17 B701.6 137.7 477.2 220632 5416.3
15
19 SAE)
20 8.743E06 -5375E-05 -4BEEEO5  -1.188E-07  -4.839E-06
21 -5.375E-05 5.008E-02 -5249E-03  -2286E-05 -6.508E-04
22 -4 BEEE0S  -5.249E-03  2.002E-03 B93MED7  1.1329E-05
23 -1.188E-07  -2.28BE-05  B.231E07 4.086E-07  -1.003E-06
24 -4.839E06  -BA05E04  1139E05 -1.003E-06 2.102E-04
25
26 Maoyenne empirique
27 calcium iron protein vitamin.a vitamin.c
] 6240 1.1 B6.8 839.6 789
29
30 Waleurs de référence
3 calcium iran protein vitamin.a vitamin.c
32 1000 15 G0 800 75
33
34 Ecart
35 -376.0 -39 5.8 396 3.9
36
37
38 ™ 1758.54]
]
40 [F 349.80|
41
42 ddll =
43 ddI2 732
44
45 [F_0:95(5,732) 2.2263]
46
47 [p-value 0.00000]

Fig. 5.3. Analyse multivariée - Comparaison de la moyenne a un standard

— La premiere étape importante est le calcul de la matrice de variance covariance. Nous pouvons calculer

individuellement les cellules de la matrice (équation 5.1). Il n'y a que

p(p+1)
2

calculs a faire car elle

est symétrique. Mais on se rend compte rapidement que ce n'est pas tenable dés que le nombre de

variables augmente, il faut adopter une autre stratégie.

o
— X est la matrice des données, de dimension (n,p). Nous formons la matrice X ou chaque colonne

est centrée c.-a-d. dans chaque colonne, nous retranchons aux valeurs la moyenne (de la colonne). La

matrice de variance covariance estimée est directement obtenue avec

1

n—1

XX

o! o
C'est la stratégie que nous avons adopté. En M6..Q10, nous avons tout d'abord X X. Puis en

M13..Q17, Ia matrice S.
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5.3 Test de comparaison de la moyenne a un standard 71

— Nous I'inversons pour obtenir S~! en M20..Q24.

— Parallélement a cela, nous calculons la différence entre la moyenne empirique et la référence

624.0 — 1000 —376.0
11.1-15 -3.9
X = po = 65.8 — 60 = 5.8
839.6 — 800 39.6
78.9 =75 3.9

— Nous pouvons alors former T2 = 737 x (X — o)’ S™H(X — pg) = 1758.54.

— Cette valeur est difficilement utilisable directement, nous la transformons pour obtenir une statistique
distribuée selon la loi de Fisher, F' = % x 1758.54 = 349.80

— Les degrés de liberté sont ddl; = p=>5 et ddly =n —p =737 — 5 = 732, au risque a = 5%, le seuil
critique est Fp 95(5, 732) = 2.2263.

— Manifestement, F' > F{.95(5,732), nous concluons au rejet de I'hypothése nulle. En moyenne les

femmes ne suivent pas les recommandations de I'administration en matiére de nutrition.
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T? de Hotelling - Comparaison de K = 2 populations

Nous revenons dans ce chapitre au coeur de notre sujet. Nous voulons savoir si K échantillons proviennent
de la méme population ou non. Nous situant dans un cadre paramétrique, X étant censée suivre une loi
multinormale, les comparaisons seront essentiellement basées sur la confrontation des moyennes empiriques

X, et des matrices de variances covariances empiriques Sy.

Notre trame sera la méme que dans la premiére partie de ce support. La différence est que nous tenons
compte dorénavant de la situation simultanée de p variables d'intérét. Nous utiliserons en priorité les outils

statistiques développés dans le chapitre précédent (chapitre 5).

6.1 Comparaison de moyennes - 2 échantillons indépendants, homoscédasticité

6.1.1 Test, statistique du test et région critique

Dans cette section, nous souhaitons comparer les distributions de 2 sous populations en nous basant sur

la moyenne. Les échantillons {2, et {25 sont indépendants.

Nous considérons que les matrices de variances conditionnelles sont inconnues, mais elles sont identiques.

Nous aurons donc a produire une estimation commune de la matrice de variance covariance.

Les hypothéses a confronter sont

Ho @ p1 = po
Hy:py # po

{x, est un vecteur de moyennes de dimension (p, 1). Nous pouvons préciser le test d'hypotheses en explicitant

chaque dimension :
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74 6 T2 de Hotelling - Comparaison de K = 2 populations

H11 H12
HO : =

Hp1 Hp2
Hy 35, pj1 # py2

A partir des sous échantillons (2, et 25, nous produisons les estimations X, X5, S; et Sy. Puisque
nous faisons le pari de I'homoscédasticité, les matrices de variances covariances sont identiques dans les sous

groupes, nous calculons une estimation commune (la matrice de variance covariance intra-classes)

(n1 — 1)51 + (nz — 1)52

S =
p ny+ng —2
La statistique du test s'écrit alors
_ _ 1 1 17t _ _
T° = (X, — X»)' {Sp( + )} (X7 — Xo) (6.1)
ny )

On ne manquera par de faire le paralléle avec la statistique du test dans le cas univarié (équation 1.2), les

similitudes sont trés parlantes.

On retrouve la méme statistique sous une autre écriture, totalement équivalente (voir [2], page 330; voir

d'autres écritures dans [14], page 348) :

nin2 >

T? = o, (X1 — X3)'S, M (X1 — Xa) (6.2)

Sous Hy, T? suit une loi de Hotelling. Il est plus pratique d'utiliser la transformation qui permet d'utiliser

les tables de la loi de Fisher :

ny+ng—p-—1 2
F=———-—-  xT 6.3
p(ny +ng — 2) (63)

F suit une loi de Fisher a (p,n1 + ng —p — 1) degrés de liberté. Au risque «, la région critique du test est

définie comme suit

RC.:F>Fi_o(p,n1+ns—p—1)

Tout comme le test de Student dans le cas unidimensionnel, ce test multivarié est assez robuste vis a vis
de I'hypotheése de distribution multinormale des X. En revanche, il est moins robuste par rapport a I'hypotheése

d’'égalité des matrices de variance covariance, plus particulierement lorsque les effectifs sont déséquilibrés.
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6.1 Comparaison de moyennes - 2 échantillons indépendants, homoscédasticité 75

Top margin

Left width
Right width
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Fig. 6.1. Caractéristiques mesurées des billets de 1000 francs suisses

6.1.2 Un exemple : les billets de banque suisses

L'objectif de I'étude est de distinguer automatiquement les bons des mauvais billets de banque de 1000
francs suisses a partir de leurs caractéristiques physiques (longueur, largeur, ... p = 6 mesures en tout) (Figure
6.1). Nous disposons de n; = 100 billets authentiques et ny, = 100 billets contrefaits, extraits aléatoirement

dans leurs populations respectives. Nous avons bien 2 échantillons indépendants.

L'hypothése nulle du test correspond a : toutes les mesures sont identiques, que le billet soit contrefait
ou authentique; I'hypotheése alternative : les billets difféerent au moins sur une des mesures, permettant de
détecter les contrefacons. Pour produire la statistique du test et statuer sur la réalité des écarts, nous élaborons
une nouvelle feuille EXCEL (Figure 6.2) :

— En R1..Y4, nous calculons les moyennes conditionnelles. Nous observons des écarts, reste a savoir si elles
sont statistiquement significatives. Pour les billets légaux "real", nous lisons : n; = 100, £1; = 214.969,
To1 = 129.943, ..., g1 = 141.517. Pour les imitations "fake", nous observons ny = 100, 15, = 214.823,
ooy Tgo = 139.450

— Nous produisons ensuite les matrices de variance covariance conditionnelles estimées S. La stratégie
est la méme : nous centrons la matrice Xj, comportant ny lignes correspond au sous échantillon (2,
3 I'aide de la moyenne conditionnelle X},. A partir de la matrice centrée )gk, nous obtenons la matrice

Sk en appliquant la formule

1 o! o

Xy X,

S:
k nk—l

Ainsi, nous obtenons S7 en T9..Y14, et Sy en T17..Y22.

— La matrice de variance covariance intra-classes est obtenue avec S, = ("1_173%;27?2_1)52 en T25..Y30,
son inverse S, en T33..Y38.
— Nous formons I'écart entre les moyennes (X; — X5) en T42..Y42.

— Le T? de Hotelling est obtenue a I'aide de la formule 6.2
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76 6 T2 de Hotelling - Comparaison de K = 2 populations

Q R 5 T U 3 WY % ki

1 Données |

2 statut  w |Mombre de length Moyenne de length loyenne de leftwidth syenne de right.width yenne de bot.margin yenne de top.margin yenne de diaglength
3 real 100 214.969 125.943 125720 8.305 10.168 141.517
4 fake 100 214.823 130.300 130.1593 10.530 11.133 135.450
5) X1 X2 X3 X4 X5 X6
B

7

8 S1

9 0.150 0.058 0.057 0.057 0.014 0.005
10 0.058 0.133 0.086 0.057 0.049 -0.043
11 0.057 0.056 0.126 0.058 0.031 -0.024
12 0.057 0.057 0.058 0.413 -0.263 0.000
13 0.014 0.049 0.031 -0.263 0.421 -0.075
14 0.005 -0.043 -0.024 0.000 -0.075 0.200
15

16 §$2

17 0.124 0.032 0.024 -0.101 0.019 0.012
18 0.032 0.085 0.047 -0.024 -0.112 -0.005
19 0.024 0.047 0.052 -0.0119 0.000 0.034
20 -0.101 -0.024 -0.019 1.281 -0.450 0.238
21 0.0319 -0.0112 0.000 -0.450 0.404 -0.022
22 0.012 -0.005 0.034 0.238 -0.022 0.311
23

24 Sp

25 0.137 0.045 0.041 -0.022 0.0317 0.009
26 0.045 0.059 0.066 0.016 0.0319 -0.024
27 0.041 0.066 0.108 0.020 0.015 0.005
28 -0.022 0.016 0.020 0.847 -0.377 0.119
29 0.0317 0.0312 0.015 -0.377 0.413 -0.0439
30 0.009 -0.024 0.005 0.119 -0.049 0.256
31

32 inverse(S_p)

33 8.931 -3.498 -1.3158 0.551 0.247 -0.810
34 -3.498 19.549 -10.711 -1.004 -0.973 2.4586
35 -1.3158 -10.711 16.562 -0.233 -0.445 -1.278
36 0.551 -1.004 -0.233 2.189 1.939 -0.759
37 0.247 -0.973 -0.445 1.939 4.220 -0.191
38 -0.810 2.456 -1.278 -0.759 -0.191 4.519
39

40 Ecant des moyennes

41 length leftwidth right.width botmargin top.margin diag.length
42 0.146 -0.357 -0.473 -2.225 -0.965 2067

43

44

45 [Tz 24124507

45

47 [F 391.9217]

45

49 ddl1 5]

50 ddl2 193
51

52 [F_nas(s,193) 2 1458]

a3

54 [p-value 0.00000]

Fig. 6.2. Comparaison des billets de 1000 francs suisses - Hypothése d"homoscédasticité

» 100 x 100
100 + 100

— En tant que telle, cette valeur n'est pas trés utilisable, mieux vaut passer par la transformée F'

(X1 — X2)'S, M (X1 — Xp) = 2412.4507

Cmitne—p—1__, 100410061

_mtnemp-l e 2412.4507 = 391.9217
ot ns—2) 6(100 + 100 —2)
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6.1 Comparaison de moyennes - 2 échantillons indépendants, homoscédasticité 7

— Les degrés de libertés sont ddl; = p=6etddlo =ny +n, —p—1=100+100—6 — 1 =193

— Le seuil critique du test au risque @ = 5% est le quantile d’ordre 0.95 de la loi de Fisher c.-a-d.
Fy.95(6,193) = 2.1458.

— Nous nous situons dans la zone de rejet de Hy. Il est possible de distinguer les billets a I'aide des

caractéristiques mesurées.

C'est tres bien tout cela, mais la question qui vient automatiquement derriére est : sur quelles dimensions

les billets different ? Quelles sont les mesures a effectuer en priorité pour distinguer les faux billets ?

6.1.3 Evaluer les écarts sur une des variables

Dans le cas ou nous rejetons I'hypothése nulle du test, nous savons que les moyennes différent au moins sur
une des variables X ;. Pour détecter les variables responsables de I'écart, il ne faut surtout pas procéder a des
tests individuels, nous ne tiendrions pas compte des interdépendances entre les variables. La bonne démarche

repose sur |'ellipsoide de confiance de I'écart entre les moyennes.

L'équation de I'ellipsoide de confiance de I'écart est définie par I'égalité entre la statistique du test F et le
seuil critique du test d'égalité des moyennes Fy_,(p,n1 +n2 —p— 1) (pour simplifier I'écriture, nous noterons

Fl—a) c.-a-d.

ny+ng—p—1

MAne=p= me_p_
p(ni +ng —2) !

L'ellipsoide de confiance permet de déduire les intervalles de confiance simultanés des écarts. Pour la

variable X, elles est définie de la maniére suivante

p(ny 4+ ng —2) 1 1,
S —— A — + —)s7 6.4
s LA (ot o) (6.4)

Tj1 — Tjo+
8? = sy; est lue sur la diagonale principale de matrice de variance covariance intra classes.

Si I'intervalle de confiance contient la valeur 0, cela veut dire que I'écart n'est pas significatif au risque «

que |'on s'est choisi.

Comparer la longueur des billets de banques

Nous avons conclu a la différence significative des dimensions des billets de banque Iégaux et illicites (section
6.1.2). Voyons si elle est imputable a leur longueur (variable "length" - X7). Nous utiliserons |'équation 6.4

en nous appuyant sur les résultats produits précédemment (Figure 6.2) :

— Nous avons p = 6, ny = ny = 100, 11 = 214.969, 15 = 214.823
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78 6 T2 de Hotelling - Comparaison de K = 2 populations

— s% = 511 = 0.137 est lue dans la premiere cellule de la matrice S,

— Fj.o5 = 2.1458 est le quantile d’ordre 0.95 de la loi de Fisher

n1+na—2) ~ [6(100+100—2 . B
— (e[S 1458 = /T3.2084 = 3.6343

— JE+R)s2= /(s + 755)0.137 = v/0.0027 = 0.0524

ni

— L'intervalle de confiance de I'écart au niveau 1 — a = 95% entre les moyennes pour la variables X;

s'écrit alors

(214.969 — 214.823) — 3.6343 x 0.0524 ; (214.969 — 214.823) + 3.6343 x 0.0524
(—0.0443 : 0.3363)

La différence entre les billets n'est pas imputable a la longueur ("length"), I'intervalle de confiance

recouvre la valeur 0.

En réitérant les calculs sur I'ensemble des variables, nous obtenons le tableau 6.1. Tous les intervalles qui
ne contiennent pas la valeur 0 sont responsables du rejet de |'hypothése nulle du test de comparaison de

moyennes.

Variable 95% 1.C.
Length (—0.044; 0.336)
Left.Width 0.519; —0.195

(_

Right.Width (—0.642; —0.304
Bottom.Margin |(—
(_

)
)
2.698; —1.752)
Top.Margin 1.295; —0.635)
Diagonal.Length| (1.807;2.327)

Tableau 6.1. Intervalle de confiance des écarts entre moyennes - Billets de 1000 francs suisses

6.1.4 Tester une combinaison linéaire des écarts

La formulation du test individuel (section 6.1.3) provient d'un schéma plus général. Nous pouvons tester
la significativité une combinaison linéaire des écarts. Il faut définir judicieusement les coefficients pour obtenir

la confrontation désirée.

Le test d'hypothéses devient :

Ho :a'(pn — p2) =0

Hy :a'(py — p2) #0
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6.2 Comparaison de moyennes - 2 échantillons indépendants, hétéroscédasticité 79
a est un vecteur de dimension (p, 1), avec a’ = (a1, asz, ..., ap).

L'ellipsoide de confiance de la combinaison linéaire au niveau 1 — « s'écrit alors

_ _ p(ny +ng —2) 1 1
Y — ) £ |2 I e (= —) S aaesie
J (i1 = Zan) ny+ny—p-—1 ' (n1+n2) I e e

51 est lue dans la matrice de variance covariance intra classes .S),.

Un vecteur a composé de valeurs nulles, sauf pour le coefficient a; = 1, permet de retrouver le test unitaire

de significativité de I'écart portant sur la variable X; (section 6.1.3).

6.1.5 Tester tous les écarts

Le cadre ci-dessus convient si nous nous intéressons plus particulierement a un écart sur une des variables,
ou a une combinaison linéaire d'écarts. En revanche, si le véritable objectif est de tester tous les écarts (comme
nous le suggérons dans le tableau 6.1), une procédure qui tient compte de la multiplicité des tests est plus

appropriée : l'intervalle de confiance est calculée en introduisant la correction de Bonferroni c.-a-d.

_ _ 9 1 1
Tjp —Tjp £l g sj(n—1 4 o,

ol {1 est le quantile d’ordre 1 — 7 de la loi de Student 3 (n1 + no — 2) degrés de liberté.

6.2 Comparaison de moyennes - 2 échantillons indépendants, hétéroscédasticité

Lorsque les effectifs sont déséquilibrés c.-a-d. n; trés différent de no, le test précédent n'est pas trés robuste
lorsque I'on s'écarte, méme trés faiblement, de I'hypothése d’homoscédasticité. Plutét que de se lancer dans
un test d'égalité des matrices de variance covariance (que nous présenterons par ailleurs) pour assurer |"affaire,
nous avons tout intérét a utiliser la variante que nous présentons dans cette section. Le paralléle avec le cas

unidimensionnel est frappant (voir la section 1.2.3).

6.2.1 Statistique du test

Pour le test d'égalité des barycentres lorsque les matrices de variance covariances sont différentes, on

utilisera la statistique

_ _ 1 1 -1 _
T2 = (Xl — XQ)/ l:mSl + m52:| (X1 — XQ) (65)

Il n'est plus question de calculer une matrice commune des dispersions dans ce cas. Pour retomber sur les

distributions usuelles, 2 transformations sont possibles, selon la taille de I'échantillon de données.

Page: 79 job: Comp_Pop_Tests_Parametriques macro: svmono.cls date/time: 17-Jun-2025/7:11



80 6 T2 de Hotelling - Comparaison de K = 2 populations

6.2.2 Région critique pour les grands effectifs

Lorsque les effectifs sont élevés, nous pouvons utiliser directement T2, elle suit asymptotiquement une loi

du x2 3 p degrés de liberté. La région critique au risque o est donc

T? > xi_.(p)

6.2.3 Région critique pour les petits effectifs

L'affaire se corse lorsque les effectifs sont faibles, on doit passer par une transformation qui suit une loi de

Fisher, plus précise dans ce cas, mais diablement plus complexe aussi?®.

Sous Hy, la quantité F suit une loi de Fisher a (p, ) degrés de liberté, avec

ny+ng—p—1

P e T
et
1 22: 1 [(X1 = Xa) Sr(58k) 1S (X1 — Xo) ’
vk — 1 T2
ol

1 1
St =—51+—5>
nq U»)

La différence est significative pour les grande valeurs de F c.-a-d.
R.C.: F> Fi_4(p,v)

6.2.4 Application aux billets de 1000 francs suisses

Nous appliquons la variante adaptée aux échantillons de taille suffisamment grande, basée sur la loi du x?
sur notre exemple des billets de banque. L'organisation de la feuille de calcul est assez similaire a la précédente
(section 6.1.2), les différences surviennent lorsque nous aurons a estimer la matrice de variance covariance

commune (Figure 6.3) :

— De la méme maniére que pour le cas homoscédastique (Figure 6.2), nous calculons les moyennes

conditionnelles, les écarts, et les matrices de variance covariance conditionnelles .S},

1. oui, bon ben on va se contenter de la premiére formule dans notre tableur...
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6.2 Comparaison de moyennes - 2 échantillons indépendants, hétéroscédasticité 81

Q R = T U i W % ki
1 Dornées |
2 statut - |Mombre de length  Moyenne de length loyenne de left.width ayenne de right.width yenne de bot.margin yenne de top.margin yenne de diaglength
3 real 100 214.969 125.843 129720 5.305 10.168 141.517
4 fake 100 214.823 130,300 130193 10.530 11.133 139.450
5) X1 X2 X3 X4 X5 X6
5]
7
8 S 1
9 0.150 0.058 0.057 0.057 0.014 0.005
10 0.058 0.133 0.086 0.057 0.049 -0.043
1 0.057 0.086 0126 0.058 0.031 -0.024
12 0.057 0.057 0.058 0.413 -0.263 0.000
13 0.014 0.049 0.031 -0.263 0.421 -0.075
14 0.005 -0.043 -0.024 0.000 -0.075 0.200
15
16 §2
17 0.124 0.032 0.024 0.0 0.0312 0.012
18 0.032 0.085 0.047 -0.024 -0.0112 -0.005
19 0.024 0.047 0.089 0.019 0.000 0.034
20 0101 -0.024 -0.019 1.281 -0.490 0.238
21 0.019 -0.12 0.000 -0.450 0.404 -0.022
22 0.0112 -0.005 0.034 0.238 -0.022 0.311
23
24 ST
25 0.003 0.001 0.0 0.000 0.000 0.000
26 0.001 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000
27 0.001 0.001 0.002 0.000 0.000 0.000
28 0.000 0.000 0.000 0.0317 -0.003 0.002
29 0.000 0.000 0.000 -0.008 0.008 -0.001
30 0.000 0.000 0.000 0.002 -0.001 0.005
31
32 inverse(S_T)
33 445 572 -174.900 -B5.753 27 557 12.367 -40.518
34 -174.900 992 461 535573 -50.198 -43 668 124.322
35 -65.753 535573 5258.096 -11.635 -22.235 -63.917
35 27 857 -A0.158 -11.635 109.426 96.971 -37.957
37 12.367 -43.665 -22.235 96.971 211.020 -9.549
38 -40.518 124.322 -B3.917 -37 957 -9.549 225926
39
40 Ecart des moyennes
41 lenath leftwidth right.width hot.margin top.margin diag.length
42 0.146 -0.357 0.473 -2.225 -0.965 2067
43
44
45 [T 2412.45]
A5
47 [ddl H
48
49 [kHIz_n.95(6) 12.59]
50
51 [p-value 0.00000]

Fig. 6.3. Comparaison des billets de 1000 francs suisses - Hypothése d'hétéroscédasticité

— Principale nouveauté, nous calculons maintenant la matrice St = n%Sl + n%Sg (en T25..Y30), que
nous inversons (T33..Y38).

— Nous appliquons alors la formule 6.5, nous obtenons T? = 2412.45

— Au risque o = 5%, nous le comparons au quantile X3 5(6) = 12.59. Nous rejetons I'hypothése d'égalité

des moyennes, T2 est largement supérieur au seuil critique du test.

Remarque 9 (Une étrange similitude entre les valeurs du T?). Non sans surprises, nous constatons que le

T? est identique que I'on s’appuie ou non I'’hypothése d’homoscédasticité (Figure 6.2 et 6.3). La raison
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est que nous nous situons dans un cadre bien particulier dans cet exemple, les effectifs sont parfaitement

équilibrés n; = ny. Autrement, de maniére générale, les T2 different.

6.2.5 Tester un des écarts

De la méme maniére que pour le cas homoscédastique, nous avons la possibilité de tester les écarts
individuellement, spécifiquement sur une des variables, en construisant les intervalles de confiance simultanés

des écarts entre les moyennes observées. La formule a privilégier dépend des effectifs.

Lorsque les effectifs sont élevés, la formule suivante suffit largement pour tester I'écart imputable a la

variable X;

s?, s,
Tj1—Tjo £ | XTo | =+ -2 (6.6)
1

oll x3_,, est le quantile d'ordre (1 — a) de x2(p).

Lorsque les effectifs sont faibles, on préférera |'approximation plus précise suivante

_ _ p(n1 +ng —2
ny+ng—p—1

ou Fy_,, est le quantile d'ordre (1 — «) de F(p,v).

Les s?k sont lues sur la diagonale principale des matrices de variance covariance conditionnelles Si.

Exemple : le cas de la variable X; (length)

Les effectifs sont suffisamment élevés, nous utilisons |'approximation du x? (Equation 6.6). L'intervalle de
confiance de I'écart entre les moyennes s'obtient facilement (toutes les valeurs peuvent &tre retrouvées dans

la feuille de calcul, figure 6.3) :

15024 1.12401
214.969 — 214.823 £ \/12.59 (0 o0 0 )

100 100
(—0.040 ; 0.332)

L'intervalle contient la valeur 0, on peut considérer que I'écart global n’est pas imputable a la variable
"length" (X1).
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6.3 Comparaison de moyennes - 2 échantillon appariés

6.3.1 Principe, statistique du test et région critique

L'objectif de I'appariement est de réduire la variabilité due aux observations. Le test de comparaison est
plus puissante. Nous pouvons la mettre en oeuvre dans les schémas d'expérimentation "avant-aprés" (ex.
mesurer la fievre avant et aprés la prise d'un médicament), ou lorsque nous avons la possibilité en définissant
I'échantillon de créer des couples d'observations, aussi semblables que possibles, que nous opposerons (voir le

chapitre 4 pour plus de détails).

S'agissant du test de comparaison de moyennes, la démarche sera identique au test univarié (section 4.2) :
nous créons un nouveau groupe de variables D formée a partir de I'écart entre les groupes X; et X5, le test
de comparaison de moyennes entre les variables initiales devient un test de comparaison a un standard de la

variable transformée. Précisons cette idée dans le cadre multivarié.

Nous avons affaire a n observations décrites par deux groupes de p variables. Les variables sont comparables
deux a deux c.-a-d. la variable n°; du premier groupe est directement comparable a la variable n°; du second
groupe. Les matrices de données X}, sont donc de dimension (n, p). Soit py le vecteur moyenne de la population

n°k, le test d'hypothéses s'écrit toujours

Ho @ p1 = p2
Hy:py # po

Nous formons la matrice D = X1 — X, avec d;; = x;;1 — Z;j2, toujours de dimension (n,p). Le vecteur
espérance de D est E(D) = up. Le test de comparaison ci-dessus peut alors s'écrire comme un test de

comparaison a un standard, a savoir

H()I/LD:O

Hy:pp #0

Nous retrouvons des choses connues (voir section 5.3), nous donnons directement les résultats. Si Xp
et Sp sont respectivement le vecteur moyenne empirique et la matrice de variance covariance empirique, la

statistique du test s'écrit

T2 = nXngl)_(D (6.8)
La transformée F'
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84 6 T2 de Hotelling - Comparaison de K = 2 populations

F= I%TQ (6.9)

suit une loi de Fisher a (p,n — p) degrés de liberté sous Hy. Nous rejetons I'hypothése nulle pour les

grandes valeurs de F, excédant le seuil critique du test au risque a.

6.3.2 Un exemple : la passion dans les ménages

Voila un exemple bien singulier, on a posé une série de question relatives a la perception de leur passion
réciproque a I'homme et a la femme de n = 30 ménages. Les valeurs varient sur une échelle de 1 a 5, une

valeur élevée indique une évaluation trés positive (Figure 6.4).

I
m

5 F G
Mari (X1) Epouse (X2)
43
5
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)
=
E

@
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Fig. 6.4. Données "Perception des sentiments réciproques entre époux"

L'objectif est de vérifier si I'homme et la femme, dans le méme couple, ont la méme perception de leur

passion commune.

Apreés la construction de la matrice des différences D, la construction de la feuille de calcul est trés proche

du test de comparaison a un standard (Figure 6.5) :

— Nous avons n = 30 observations et p = 4 variables.
— Nous formons la matrice des écarts D en J3..M32. Nous calculons alors le vecteur moyenne D =

(0.0667; —0.1333; —0.3000; —0.1333)".
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J K L 7] M 5] P o R s T u
1 D D centré
2 gl 2 43 gd ql [cr) o3 g4
3 2 -1 0 0 20667 08667 03000 01333
4 1 D -1 -1 09333 01333 07000 0867
|5 | 0 1 il il 007 11333 03000 01333
3 0 2 -1 -1 -00RE7 -1 8BE7 07000 -0BRRT7 id 131278
7 -1 -1 0 0 -1.0667 087 03000 01333
8 0 0 0 1 00887 01333 03000 1.1333
9 -1 1 -1 0 -1.0BE7 11333 07000 01333
10 1 D 0 0 09333 01333 03000 01333 ddi 4
11 D 1 0 1 00667 11333 03000 11333 ddl2 25
12 1 0 -1 -1 M9333 01333 07000 0B8R
13 D -1 0 0 00667 -0.8EE7 03000 09333 F_0.95(2,25 2.7478
14 D D -1 -1 00667 01333 07000 -DLBEET
15 D D -1 -1 008B7 01333 07000 -0.8867 p-value 0.0394
16 D -1 1 1 00667 08EEF 13000 11333
17 D D 0 0 00667 01333 03000 01333
18 D -1 0 1 00667  -08EEF 03000 11333
19 -1 0 -1 -1 -I0RE7 01333 07000 -0BBR7
20 1 D 1 1 09333 01333 13000 11333
21 2 1 0 0 18333 11333 03000 0133
2 -1 1 0 0 -1.0BE7 11333 03000 01333
23 -1 1 0 0 -1.0B67 11333 03000 01333
24 D -1 0 0 00667 08657 03000 01333
25 1 -1 0 0 09333 08667 03000 01333
75 2 -1 il il 19333 08EE7 03000 01333
27 1 2 2 2 09333 21333 17000 -1.8G67
28 -1 -1 0 0 -1.0667 0867 03000 01333
25 D D -1 -1 00667 01333 07000 -0LBEET
30 D -1 1 1 00667 -08EE7 13000 11333
31 D D 2 -1 00667 01333 17000 -0BEET
32 0 0 0 0 00667 01333 03000 01333
33
34 |Moyenne D[ D.0667  -D.1333  -0.3000 -0.1333 |
35 S D
3 08230 00782 00138 00593
37 00782 08082 02138 01563
38 00138 02138 05621 05103
E] 00598 01563 05103 06023
40
M
42 Inverse(S_D)
43 12858 01801 04811 04679
44 01501 14115 09293 04351
45 04511 09233 94243 G940
15 04679 04351 59420 74760

Fig. 6.5. Traitement des données "Perception des sentiments réciproques entre époux"

— Pour obtenir la matrice de variance covariance de D, nous construisons la matrice des données centrées

5 en 03..R32. Nous obtenons alors

1 o/

Sp=—— >
D 3071DD

Que nous inversons pour obtenir SBl en 043..R46.

— La statistique T2 s’obtient avec

T? =30 x XpSp' Xp = 13.2178

— Nous la transformons F' = %13.2178 =2.9424
— Au risque 5%, nous devons comparer F avec le seuil critique Fp 95(4,26) = 2.7426. Nous sommes dans
la région critique. Les écarts sont significatifs. L’homme et la femme a I'intérieur du couple n’ont pas

la méme perception de leur passion réciproque.
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— La probabilité critique du test est p-value = 0.0394. Au risque 1%, nous aurions conclu a I'égalité des

moyennes.

6.3.3 Significativité de I'écart sur une des variables en particulier

Si on s'intéresse a une des variables en particulier (ou plus généralement sur une combinaison linéaire des
écarts), nous construisons I'intervalle de confiance simultanée de I'écart, on regarde si elle contient la valeur

0. La formule s'écrit pour le niveau de confiance 1 — «

_ —1
Dji ZMFl,ax
n—p

Pour la premiére variable de notre exemple (Figure 6.5), nous aurions I'intervalle (—0.51271;0.64604) a

partir du calcul

4(30 — 1) \/0.8230
0.0667 & |/ ————-2 x 2.7426
\/ 30-4 “V 730

Remarque 10 (Tester toutes les variables). On se tournera sur l'intervalle de confiance corrigée de Bonferroni

si on veut tester toutes les moyennes.
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7.1 A de Wilks - MANOVA ou la généralisation de ’ANOVA a 1 facteur

7.1.1 Principe et statistique de test

Il s'agit maintenant de comparer les barycentres de K échantillons gaussiens indépendants dans un espace
a p dimensions. Nous généralisons |'analyse de variance a 1 facteur (voir section 1.3), on parle d'ailleurs de

MANOVA pour Multivariate Analysis of Variance.

Le test d'hypothéses s'écrit

Ho:py=po=--=px

H, : deux au moins des vecteurs moyennes sont différents

La procédure repose sur la décomposition de la variance. Dans un espace a p variables, la version multivariée
de I'équation d'analyse de variance SC'T' = SCFE + SCR devient :

/ o' o

)%)%:an(Xk*X)/(Xk*X)JFZXk Xk (7.1)
% 3

Avec :

— SCT, SCE et SCR sont maintenant des matrices de dimensions (p,p) ;

— X est le vecteur des moyennes de dimension (p, 1), calculé sur I'ensemble de I'échantillon ;

— )O( est la matrice de données centrées de taille (n,p) (les données ont été centrées avec la moyenne
globale X) :

— X, est le vecteur des moyennes pour |'échantillon 2, ;

— )gk est la sous matrice des données centrées de taille (ny,p), correspondant au sous échantillon §2;

(les données ont été centrées avec la moyenne locale X).
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La statistique du test de comparaison des K moyennes, connue sous |'appellation A de Wilks, est définie

par le rapport

_ det(SCR)

~ det(SCT) (7.2)

Rappelons que le déterminant d'une matrice de variance covariance (a un facteur preés ici) se lit comme
une variance généralisée (voir section 5.2.1, "Distance de Mahalanobis et Variance généralisée"). Le A de
Wilks peut donc s'interpréter comme le rapport entre la variabilité intra-classes et la variabilité totale, avec les

propriétés suivantes

—0< AL

— A — 1 : I'appartenance aux groupes n'explique en rien la variabilité des données, SCR — SCT, et
par conséquent SC'E — 0, les barycentres conditionnels sont confondus avec le barycentre global. On
a tendance a accepter |'hypothése nulle.

— A — 0 : pour chaque sous population (groupe), les points sont agglutinés autour de leur barycentres
respectifs, SCE — 1, les moyennes conditionnelles sont trés différentes les unes des autres. On sera

emmené 3 rejeter I'hypothese nulle.

La distribution de la statistique de Wilks est compliquée, difficilement accessible. Nous ne pouvons donc
pas définir la région critique du test a partir de A. Nous verrons plus loin qu'il est commode d'utiliser des

transformations qui permettent de retrouver les lois de répartition usuelles (x? et loi de Fisher).

7.1.2 Un exemple : distinguer les poteries selon leur composition

Des poteries ont été échantillonnées sur 4 iles britanniques différentes. On cherche a savoir si leurs com-
positions en Aluminium, Fer (Iron), Magnésium, Calcium et Sodium sont identiques selon le site de collecte.
Le tableau de données comporte n = 26 observations (poteries) et 6 variables, la premiére étant une variable
catégorielle indiquant le nom de I'fle. Nous calculons directement les effectifs des sous échantillons, la moyenne
globale et les moyennes conditionnelles (Figure 7.1). L'objectif est de statuer sur le caractére significatif de

|"écart entre ces moyennes.
La premiére étape est de construire les matrices de I'équation d'analyse de variance (équation 7.1).

SCT Pour obtenir la matrice des "sommes des carrés totaux" (SCT), nous centrons les données, la matrice

/
X est ainsi construire, puis nous produisons le produit matriciel SCT X X (Figure 7.2).

SCE A partir des écarts entre les moyennes conditionnelles et la moyenne globale, nous construisons les

matrices 1y (X — X)'(Xg — X). Il ne reste plus qu'a faire la somme pour produire SCE (Figure 7.3).
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Site Alurniniurm lran Magnesiur Calcium  Sodium
Llanedryn 14.4 7 4.3 0.15 0.51
Llanedryn 13.8 7.08 3.43 012 017
Llanedryn 14.6 7.09 3.88 0.13 0.2
Llanedryn 11.5 6.37 5.64 0.16 0.14
Llanedryn 13.8 7.08 5.34 0.2 0.2
Llanedryn 10.9 6.26 3.47 017 0.22
Llanedryn 10.1 4.26 4.26 0.2 0.18
Llanedryn 1.6 5.78 5.91 0.18 0.18
Llanedryn 1.1 5.48 4.62 0.28 0.3
Llanedryn 13.4 6.92 7.23 0.28 0.2
Llanedryn 12.4 6.13 5.68 0.22 0.54
Llanedryn 131 B.64 541 0.31 0.24
Llanedryn 127 6.69 4.45 0.2 0.22
Llanedryn 12.5 6.44 3.94 0.22 0.23
Caldicot 1.8 5.44 3.94 0.3 0.04
Caldicot 1.6 5.39 3.77 0.23 0.08
Isle. Thome 18.3 1.28 0.67 0.03 0.03
Isle. Thotme 15.8 2.33 0.63 0.01 0.04
Isle. Thotme 18 1.5 0.67 0.01 0.08
Isle. Thotme 18 1.88 0.68 0.01 0.04
Isle. Thotne 208 1.51 0.72 0.07 0.1
Ashley. Rail 177 112 0.56 0.08 0.08
Ashley.Rail 18.3 1.14 0.67 0.08 0.05
Ashley.Rail 16.7 0.92 0.53 0.01 0.05
Ashley.Rail 14.8 2.74 0.67 0.03 0.05
Ashley. Rail 19.1 1.64 0.6 0.1 0.03
Données »
Site w |Mombre de bl X2 X3 ht X5
Ashley. Rails al 17.32 1.81 0.61 0.05 0.05
Caldicot 20 1170 5.42 3.66 0.30 0.05
Isle. Thomes 4| 18.18 1.71 0.67 0.03 0.05
Llanedryn 14| 12.56 6.37 4.83 0.20 0.25
Total 26) 14.49 4.47 3.14 0.15 0.16

Fig. 7.1. Données "Poterie", effectifs et moyennes conditionnelles

SCR Enfin, la matrice SCR peut étre obtenue par différence (SCR = SCT - SCE), ou construite explici-
o! o
tement a partir de >, X} Xj.. Nous choisissons la premiére solution (Figure 7.4).

Le A de Wilks est obtenu via le rapport

L det(SCR) _ 50.02016

= = = 0.01230
det(SCT)  4066.38026

A = 0.01230 est tres petit, proche de 0. A vue de nez, nous nous écartons résolument de I'hypothése
nulle. On devrait la rejeter. Mais une démarche statistique doit inscrire la décision dans un cadre probabiliste.
Pour cela, il nous faut associer a A, ou a une de ses transformations, une distribution de probabilité connue

et d'usage courant (si possible).

7.1.3 Transformations usuelles et régions critiques du test

Transformation de Bartlett

Lorsque les effectifs sont élevés, la transformation de Bartlett est suffisante, elle a le mérite de la simplicité
(voir [2], page 331) :
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Alurninium lron Magnesium Caleivm Sodium
02

I 253 116 oo 035
Rif o] 261 0z 003 om a o
a.11 262 0.4 -0 [ulatd *
299 1.0 280 o0 o002 XX
069 259 230 0os i
59 173 0.3 oo 06
439 0.2 112 05 002
289 1.3 277 003 000
3138 1.0% 13 D.14 14
109 245 4@ 043 oo
209 165 255 0w 038
-1.39 217 23 01§ e
.73 222 131 0os 06 scT
.49 187 0 0o 007 22350 4222 13020 578 478
263 07 0 015 012 4222 4597 11837 AET 533
289 oz 053 01d 010 43020 1B 1187 464 474
341 319 24 Q12 Q13 -5.78 57 464 0% 0.8
131 202 -251 A4 a2 -478 =B 474 016 045
151 297 247 o4 a0
150 253 246 004 o1z
631 255 242 il 006
321 335 2 55 00 S0
a8 333 247 m a1
221 355 -2 044 a1
0.8 473 247 o2 ol

451 -2.83 -2.54 005 013

Données centrées globalement
o]

X

Fig. 7.2. Données "Poterie" - Construction de la matrice SCT

Fcarts & la moyenne globale

X,- ¥ —Sw[ierral] 2@ 2% 25 4@ 001
Caldicot 279 08 0F1 015 011
l=le. Tharned 3E9 276 -2.a7 012 0010]
Llzngtren 493 180 168 005 009
Formation de SCE
GafeyAal] @ 4179 3585 a3 45| Y
- PR 179 A3E8 W4T 140 1863
X, - x) (T, - bd 385 AT 3204 120 140

4 .34 1.40 1.20 004 oo
-1.56 1.63 1.40 0.0s 0.0

Caldicol 15.50 .20 -3.08 083 o0&l
529 179 135 028 02
-3 1.35 1.02 o0 015 SCE

08 0.28 0.21 0.04 003 17561 4830 13081 5 B9 EEY

0&1 0.2 0,15 003 oo -14830 134,22 17.75 482 53

I{h -1z08 1775 103.35 4121 471

Isle.Thomed  ©300  -S0.81  -45.50 2222 -1.53] 589 482 421 020 0.1s

5081 e 34.00 165 144 537 533 4.7 0.15 0.26

-45.50 .00 0.4 1.48 1.23]
222 166 1.48 oor 005
-1.93 144 1.29 008 005

Llsnedryn Eorul B W -15.48 -1.50 243
5141 =078 44.92 1.48 =
=45 48 4452 T4 13 205
-1.50 1.48 131 0.04 o7
-2.49 246 218 0.0 0.12] .‘J

Fig. 7.3. Données "Poterie" - Construction de la matrice SCE

X=—-(n—-1- InA (7.3)

2
Sous Hy, elle suit une loi du x? a [p(K —1)] degrés de liberté. On rejette I'hypothése nulle si la statistique

calculée dépasse le seuil critique.

Application aux données "Poterie". Appliquons directement cette formule 7.3 sur nos données :
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SCR BCT SCE
@® 7@ 06 i 05 EEE RS RE ¥ CH I — - = =
1 KT 13081 EE £
OB MW 0% LG 0 S22 1T 1BE 4 53 }53‘33 }3:3'2' ﬁ;?s _'522 Rg;
a6 D53 1543 D4 O — e TR |- S - RS I — JE 17 10335 i e
on DB 44 005 am —1 578 46 454 176 016 59 i ey 00 015
0% 007 00 0 0% S0 B+ <N ¥, N T £37 533 47 015 035

Fig. 7.4. Données "Poterie" - Construction de la matrice SCR = SCT - SCE

5+ 4
X?:—(%—1—;')mm0mmy:%1m7

Les degrés de liberté sont px (K —1) = 5 x (4—1) = 15. La p-value du test est < 0.00001. Nous rejetons
I'hypothése nulle. Néanmoins, |'effectif étant assez faible, I'approximation de Bartlett n'est pas trés bonne, la

conclusion est a prendre avec prudence.

Transformation de Rao

De maniére générale, et plus particulierement sur les petits effectifs, nous avons intérét a utiliser I'ap-
proximation de Rao?l. Elle est plus performante, en revanche elle est assez rédhibitoire si on doit la calculer

manuellement.

() ()

Sous Hy, elle suit une loi de Fisher a [p(K —1),ab — | degrés de liberté. Détaillons les éléments qui

composent F' :

w—n_ | bTE+2
2
- %si pP’+(K—-1)2>5
1 si PP+ (K—-1)%2<5
K—-1)-2
oo Dl 2)

Les degrés de liberté peuvent étre fractionnaires. Nous pouvons : soit utiliser une interpolation pour obtenir
le bon seuil critique du test; soit, plus simplement, arrondir la valeur a I'entier le plus proche (ce que font la

trés grande majorité des logiciels pour calculer la p-value).

Application aux données "Poterie". Calculons les différentes quantités ci-dessus :

1. La distribution est exacte si min(p, K — 1) < 2
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a:267475_;ﬂ:20.5

52(4—1)2 -4 _ , ,
b\/52+(4_1)2_52.7606 puisque 5°+ (4—1)*=34>5

C5U4-1) -2
c= g =65
AV = 0.012301/27696 — (0.2033
ddly =5(4—1)=15

ddly = 20.5 x 2.7606 — 6.5 = 50.09

Et enfin

1— 0.2033) y (20.5 x 2.7606 — 6.5
0.2033 5(4—1)

F=( ) = 13.08854

F suit une loi de Fisher a (15,50) degrés de liberté, la p-value est < 0.00001. On rejette I'hypothese nulle.

Les matrices et les ratios récapitulatifs sont présentés dans la figure 7.5. Dans notre feuille EXCEL, nous
avions produit SCR indépendamment de SCE et SCT, la vérification SCT = SCFE + SCR nous a permis de

valider la succession des calculs.

7.1.4 D’autres statistiques de test : la trace de Pillai, la trace de Hotelling-Lawley, etc

D’autres statistiques sont utilisées pour répondre au test d'hypothéses de la MANOVA. Toutes exploitent
d'une maniére ou d'une autres les matrices SCT, SCE et SCR. Aprés c'est une question de préférences. Le

A de Wilks est la plus connue. Il semble néanmoins que quelques unes des statistiques présentées dans cette

section, la trace de Pillai notamment, soient préférables car plus robustes dans certaines configurations 2.

La trace de Pillai

La trace de Pillai, que I'on appelle aussi la trace de Pillai-Bartlett, est calculée de la maniére suivante

V =Tr(SCE x SCT™ 1) (7.5)

Rappelons que la trace d'une matrice carrée est la somme de ses éléments diagonaux.

Soient
2. Voir la documentation du logiciel R pour la classe MANOVA, citant I'ouvrage de D. Hand et C. Taylor, Multivariate
Analysis of Variance and Repeated Measures, 1987.
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7.1 A de Wilks - MANOVA ou la généralisation de PANOVA a 1 facteur

SCT
22390 14222 -130.20 -5.78 -4.78
-142.22 14517 18.27 467 539
-130.20 1827 118.78 464 474
-5.78 467 464 0.26 0.16
-4.78 5.39 474 0.16 0.46
5CR
48.29 7.08 0.61 0.1 055
7.08 10.95 0.53 -0.16 0.7
0.61 0.53 15.43 0.44 003
0.1 0.16 0.44 0.05 0.01
0.58 0.07 0.03 0.01 020
SCE
175.61 -149.30 -130.81 -5.89 537
-149.30 134.22 17.75 482 533
-130.81 17.75 103.35 4.2 4.71
-5.89 482 4.21 020 0.15
-5.37 5.33 4.71 0.15 0.26
SCT = 5CE + SCR (vérification)
223.90 14222 -130.20 -5.78 -4.78
S142.22 14517 1827 467 539
-130.20 18.27 11878 4,64 474
578 467 4.64 0.26 0.16
-4.78 5.39 4.74 0.16 0.46

det(SCR) 50.02016
det(SCT) 4066.38026
[LAMBDA 0.0123009]
n 25
p 5
K 4

Transf. Bartlett

KHI2 90.1607
ddl 15
[p-value 9.257E-13]
Trans. Rao
a 205
b 2.7606
C .5
[Larmbda*(1/b) 0.2033]
F 13.08854
ddl1 15
ddl2 50.09
[p-value 1.894E-12]

Fig. 7.5. Données "Poterie" - x* de Bartlett et F' de Rao

— s=min(p, K — 1)
— = [p—K+1|—1
= 2

n—K—p—1

— u = 5

Alors la quantité

P 2u+s+1 \%4
S\ 2%t4+s+1 s—V

Suit sous Hy une loi de Fisher avec les degrés de liberté suivants

ddly = s(2t+ s+ 1)
ddly = s(2u+ s+ 1)

93

(7.6)

Application sur les données "Poterie". Dans la feuille EXCEL (Figure 7.6), les matrices SCT ! et SCE x

SCT~! ont été calculées. Nous calculons alors les différents indicateurs :

— La trace de Pillai

V' =0.2426 4 0.5061 + 0.1775 4- 0.4317 + 0.1961 = 1.55394
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94 7 Comparaison de K > 2 populations

Trace de Pillai

INV(SCT)

0.0147 0.0073 0.0052 0.1232 -0.0314

0.0073 0.0427 -0.0303 0.0116 01176

0.0052 -0.0303 0.0652 -0.4911 01178

0.1232 0.0116 -0.4911 147932 09069
-0.0314 -0.1176 -0.1178 0.9059 4.1365

SCE x INV(SCT)

0.2426 -0.6639 0.0422 -7 8430 017
-0.1654 0.5061 0.1903 1.4950 1.4373
-0.1462 0.4385 0.1775 1.0302 13809
-0.0087 0.0196 -0.0085 0.4317 -0.0520
-0.0042 0.0170 0.0255 -0.3396 0.1961

[v 1.55394]
5 3
t 0.5
u g
[F 4.29839]
ddlt 15
ddi2 B0
[F 095015 50y 1.83644]
[p-value 2.4129E-05]

Fig. 7.6. Données "Poterie" - Trace de Pillai

C'est notre principale statistique, il nous faut la transformer pour passer a la loi de Fisher.

— s=min(p, K — 1) =min(5,4 —1) =3

— =

— u = 5 =

n—K—-p—1 __ 26—4—-5—1 __ 8
5 =

p—K+1|—1 _ |5—4+1|—1 _
5 = 3 =0.5

— ddl; =s5(2t+5+1)=3x (2x05+3+1)=15
— ddls =s(2u+s+1)=3x(2x84+34+1)=60

— Et enfin

r_ 2u+s+1
T\ 2t+s+1

=)= (

2x8+3+1

1.55394

2x05+3+1

)

3 —1.55394

) = 4.29839

Que I'on doit comparer avec Fj 95 = 1.83644 pour un test a 5%. Manifestement, nous sommes dans la

région critique, on doit rejeter I’'hypothese nulle d'égalité des moyennes conditionnelles. La p-value du test qui

est < 0.00001 confirme (bien évidemment) ce résultat.

La trace de Hotelling-Lawley

On retrouve également la trace de Hotelling-Lawley dans les logiciels. Sa formule est la suivante
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7.1 A de Wilks - MANOVA ou la généralisation de PANOVA a 1 facteur 95

U=Tr(SCE x SCR™) (7.7)

Elle doit étre transformée pour étre compatible avec la loi de Fisher. En reprenant les indicateurs s, t et u

développés dans la section précédente :

_ 2(su+1)
F= ootV (7.8)

Sous Hy, F suit une loi de Fisher a (ddl;, ddls) degrés de liberté, avec

ddly = s(2t + 5+ 1)
ddls = 2(su+1)

Application sur les données "Poterie". Dans la feuille EXCEL, les matrices SCR™! et SCE x SCR™! ont

été produites. Reste alors a calculer les résultats intermédiaires (Figure 7.7) :

Trace de Hotelling Lawley

INV(SCR)
0.0242 -0.0170 0.0030 01145 -0.0603
00170 01106 -0.0178 0.5212 -0.0107
0.0030 -0.0178 0.0881 -0.8093 0.0259
01145 05212 -0.5039 28,3061 -1.1853
-0.0603 -0.0107 0.0259 -1.1853 5.2544

SCE x INV(SCR)

73922 -20.1884 37165 -1582.4787 -33.8135
64138 17 7498 3.7751 122.0291 33.0335
56224 15,5559 3.3382 106.3521 29,2004
-0.2446 0.6638 0.1058 5.3942 0.9896
-0.2397 0.6747 0.1856 3.6591 1.6674

(U 35.4388]

g 3

t 0s

| =]

[F 39.3764]

ddit 15

ddl2 &0

[F 095015 50) 1.5714]

[p-ralue 1.95787E-22]

Fig. 7.7. Données "Poterie" - Trace de Hotelling-Lawley

— La trace de Hotelling Lawley est la somme des valeurs sur la diagonale principale de SCE x SCR™*

U =7.3922 4 17.7498 + 3.3352 4 5.3942 + 1.5674 = 35.4388
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96 7 Comparaison de K > 2 populations

— De la méme maniére que précédemment, nous obtenons s = 3, t = 0.5 et u = 8.

— Calculons les degrés de liberté

ddly = s(2t+s+1)=32x05+3+1) =15
ddly = 2(su+1) = 2(3 x 8+ 1) = 50

— Reste a produire F

2(su+1) 2(3x8+1)
= U= 35.4388 = 39.3764
22t +s+1)  322x05+8+1)

— Le seuil critique du test au risque o = 5% est Fp 95(15,50) = 1.8714. F est largement supérieur au
seuil, nous concluons au rejet de I'hypothése nulle. Les vecteurs des moyennes conditionnelles différent

significativement.

La plus grande valeur propre de Roy

La statistique de Roy est similaire au test de Hotelling-Lawley, a la différence qu’on n'utilise que I'informa-
tion la plus caractéristique de la matrice SCE x SCR™!. En effet, la statistique du test est la premiére (la

plus grande) valeur propre A\; de cette matrice.

Notons que le niveau de signification calculé avec la procédure de Roy correspond a la borne inférieure du
véritable niveau. En d'autre termes, le risque de premiére espece réel est plus élevé que celui que I'on s'est

choisi lors de la définition du test.

On utilise alors la transformation

F=CTTT0 0 (7.9)

ot r = max(p, K — 1).

Sous Hy, F suit une loi de Fisher a (ddly, ddls) degrés de liberté, avec

ddly = r
ddlo =n—r—1

Application sur les données "Poterie". Calculer les valeurs propres dans EXCEL sans une macro complémen-
taire dédiée reste un peu ardu3. Nous récupérons directement le résultat du logiciel R, que nous présenterons

de maniére détaillée dans la section suivante, nous trouvons A\; = 34.161

Nous introduisons les expressions ci-dessus :

3. On pourrait le faire avec I'outil SOLVEUR mais ca nous distrairait de notre véritable propos.
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7.2 Comparaison des matrices de variances covariances - Généralisation du test de Bartlett 97

— r=max(p, K — 1) =max(5,4—1) =5

— ddly =r=5
— ddly=n—r—-1=26—-5—-1=20
— Et
—r—1 26 —-5—1
Folr o B0 s 161 — 136,614
r
— Que I'on comparera avec le seuil critique Fy g5(5,20) = 2.7109. On rejette I'hypothése nulle d'égalité

des moyennes car F' est largement supérieur au seuil.

7.1.5 MANOVA avec le logiciel R

Les formules sont nombreuses et complexes dans cette section. Nous ne sommes pas a I'abri des coquilles
malgré les recoupements entre différentes sources. Une (autre) bonne maniére de s'assurer de I'exactitude
des expressions est de les introduire dans un tableur pour suivre pas a pas la formation des indicateurs. C'est
ce que nous nous évertuons a faire systématiquement dans ce support. Mais cela ne suffit pas, les équations
peuvent comporter des erreurs, leur implémentation dans un tableur peut introduire d'autres types d'erreurs.
Pour s'assurer de la qualité de notre texte, nous recoupons nos résultats avec ceux fournis par les outils qui

font référence : les logiciels commerciaux comme les logiciels libres.

Parmi les logiciels libres, nous avons utilisé R (http://www.r-project.org/) dans cette section. Nous
avons mis en oeuvre la fonction manova. Les différents indicateurs ci-dessus (A de Wilks, Trace de Pillai, etc.,
Figure 7.8) ont été calculés... et fort heureusement, c'est toujours rassurant, tous les résultats sont cohérents.
lls concordent également avec les résultats des logiciels commerciaux trés répandus dont le nom commence

par S...

7.2 Comparaison des matrices de variances covariances - Généralisation du test de

Bartlett

7.2.1 Test, statistique du test et région critique

Le test d'égalité de variances peut étre généralisé dans le cadre multidimensionnel, on parle toujours de

test de Bartlett*. L’hypothese nulle est |'égalité des matrices de variance covariances conditionnelles :

H()ZZl:EQ:...:EK (710)
H, : Xy # Xy/pour au moins une pairek # k' (7.11)

4. Bien que dans certains logiciels, on parle de Box’s M test. Mais les formules et les distributions sont les mémes
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. R Console

potteryisite 3 1.5539 41,2954 15
Residuals 22
Signif, wodes: 0O **%*f 0,001 *** 0,01 *** 0.05

> f#Trace de Hotelling-Lawley
> summary (modele, test="Hotelling-Lawley™)

Df Hotelling-Lawley approx F o DI
pottery§isite 3 35.439 39,376 15
Residuals 22
Signif, ecodes: 0O MFFFF 0,001 ***7 0,01 %7 0.05
* HPlus grande v.p. de Roy

> Summary (modele, test="Roy™)

Df Fovy approx F num DEf den DI
pottery§Site 3 34.161 136,644 5 Z0 9
Residuals 2z
Signif. codes: O &%+ 0,001 *#*+ 0,01 *%F 0.05

-
> |

> pottery <- read.xls|(file="pottery.xls")

> fipréparer la mwatrice desz variahles d'intéréc

* ¥ <- chind{pottery§iluminiwn, potteryiIron, potteryiagnesium, potteryiCaloium, potteryiSodium)
= Hmanova

> mwodele <— manova(X ~ potteryi3ite)

> #les différentes statisticgues

> Hlambda de Wilks

> osunmary (mode le, test="Wilks")

Df Wilks approx F nwn DEf den DE Pri=>F)
pottery$Site 3.000 0.0123 13.0885 15.000 50.091 1.840e-12 ***
Residuals Zz.000
Signif., codes: 0 ***7 0,001 **#*7 0,01 *#*f 0,05 *." 0.1 * 7 1
= HTrace du Pillai
Fosunmary (mode le, test="Pillsi"™

Df Pillai approx F nuan DEf den DE Pr(>Fl

60 2.413e-05 *#*%

=

of 0171

den DI Pri=F)
S0 « Z.Ze-1g ®%%

o.1

T

Pr(>F]
-444p-15 FFF

L

o.1 7

Fig. 7.8. Données "Poterie" - Traitement MANOVA avec le logiciel R

La procédure peut étre mise en oeuvre pour sonder I'hypothese d'homoscédasticité nécessaire a d'autres

tests (la MANOVA par exemple), elle peut avoir aussi sa propre finalité, on cherche a savoir si la variabilité

est la méme dans différentes sous populations au regard des variables d'intérét.

Avant de présenter la statistique de test elle-méme, rappelons deux matrices importantes :

1 o’ o
- Sk = neg—1
échantillon (2,
_ 1
- SE'_ n—

la matrice de variance covariance globale.
La statistique de Bartlett s'écrit

T

U ¢ est un coefficient correcteur,
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7.2 Comparaison des matrices de variances covariances - Généralisation du test de Bartlett 99

Il s'agit d'une véritable généralisation. Dans un espace a une dimension (p = 1), cette expression sera

confondue avec le test de Bartlett pour I'égalité des variances conditionnelles (section 2.3).

Sous Hy, T suit une loi du x? a v degrés de liberté, avec

(K —1)p(p+1)
2

V=

La zone de rejet de I'hypothése nulle correspond aux valeurs élevés de T'.

Notons qu'a l'instar de son homologue univarié, ce test est trés sensible aux écarts, mémes faibles, par

rapport a la distribution multinormale des données. Nous devons étre trés prudents quant a son utilisation.

7.2.2 Un exemple : analyser les clients selon la garantie contractée

Nous traitons notre fichier des demandeurs de crédits (Figure 0.1) pour le test multivarié d’homogénéité
des variances. Nous cherchons a savoir si les matrices de variances covariances relatives aux variables "Sa-
laire.Homme", "Salaire.Femme", "Rev.Tete" et "Age" sont identiques dans les groupes définies par la variable

"Garantie.Supplémentaire".
Les calculs sont résumés dans la feuille Excel suivante (Figure ) :

— Nous avons K = 3, avec nq = 5, ny = 29 et ng = 16. Ainsi n = Zk ng = 50. La matrice de données
comporte p = 4 variables.

— Les degrés de libertés sont ne plus facile a calculer. Réglons cela tout de suite

L_(E-Dpp+1) _ B-14@+1)
2 2

— Les matrices conditionnelles Sy, sont estimées a partir des sous échantillons concernés (Scqution,

Shypotheque et Snon)-
— Nous en déduisons la matrice de variance covariance intra classes S,,.
— Pour chacune des matrices, nous calculons le déterminant et le logarithme du déterminant

— Nous produisons alors la quantité M

K
M = |(n— K)In[det(S,)] = > (nx — 1) In[det(S)]
k=1

= [(50 — 3) x (—8.77353) — ((5 x (—12.87193) + 29 x (—8.74984) + 16 x (—9.82761))]
= 31.541630
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100 7 Comparaison de K > 2 populations

— Puis le coefficient de correction ¢

2x424+3x4—-1 1 1 1 1
=1- + + -

6(3—1)(4+1) \5—-1 29—-1 16—-1 50—3
= 0.762709

— Nous multiplions les deux termes pour obtenir la statistique du test
T =cx M =0.762709 x 31.541630 = 24.057071

— Le seuil critique du test au risque o = 5% est xZ o5(20) = 31.4104. La statistique calculée est inférieure
au seuil, nous ne pouvons pas rejeter I'hypothése d’homogénéité des matrices de variance covariance,
elle est compatible avec les données.

— La p-value est égale a 0.2399

Ce test est important dans le cadre multivarié. En effet, la MANOVA sur des petits effectifs, avec des
tailles de sous échantillon différents, n'est pas trés robuste par rapport a un non respect de I'hypothése

d’homoscédasticité.

Dans la pratique, on constate souvent que |'hétéroscédasticité et la violation de I'hypothese de multinor-

malité des distributions vont de pair.
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Partie IV

Annexes
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A

Gestion des versions

Voici les versions successives de ce document :

1. La premiére version (1.0) de ce support a été finalisée en juillet 2008. Elle est accompagnée du fichier
EXCEL “comp_pop_tests_parametriques.xls” qui contient tous les exemples traités (accessible en
ligne sur https://cours-machine-learning.blogspot.com/p/ouvrages.html).

2. Version 1.1 : des tutoriels pour le logiciel Tanagra sont été élaborés. lls sont référencés.

3. Version 1.2 : quelques coquilles trés mineures ont été corrigées.

4. Version 1.3 (juin 2025) : les coquilles et les liens cassés ont été corrigés ; les didacticiels pour R (chapitre

D) et pour Python (chapitre E) viennent compléter notre document.
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B

Tutoriels pour le logiciel Tanagra

Tanagra est un logiciel gratuit de statistique, d'analyse de données et de data mining. Mon idée est de
développer de concert les supports de cours et les implémentation dans ce logiciel. L'utilisateur pourra ainsi,
d'une part, reproduire les calculs dans Excel, ce qui est trés intéressant pédagogiquement, mais aussi d'autre
part, mettre en oeuvre les techniques a I'aide d'un logiciel libre qui respecte au mieux les standards des logiciels

du marché.

Le logiciel est accessible sur le site https://tanagra-machine-learning.blogspot.com/, les tutoriels
regroupés sur https://tutoriels-data-science.blogspot.com/p/tutoriels-en-francais.html. lls

sont classés par date, il est possible de réaliser des recherches par mot-clés.

Concernant les tests paramétriques de comparaison de populations, deux didacticiels sont en prise directe

avec les techniques que nous avons présentées dans ce support :

1. Les tests univariés

https://tutoriels-data-science.blogspot.com/p/tutoriels-en-francais.html#8892704970465034859

2. Les tests multivariés

https://tutoriels-data-science.blogspot.com/p/tutoriels-en-francais.html#757612481517861877
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C

Description du classeur EXCEL

Au-dela des données, le classeur “comp__pop__tests_parametriques.xIs” contient des feuilles permettant

de retracer en détail I'ensemble des calculs présentés dans I'ouvrage. Certaines d’entre elles apparaissent sous

la forme de captures d'écran commentées dans notre texte.

Voici une énumération exhaustive de ces feuilles Excel et les sujets qu’elles recouvrent.

© © N o g B~ w bhbo=

e e e Ty
N o o &~ W N = O

18.

dataset — Données “Demandeurs de crédits” (Fig. 0.1)

comp.2.moyennes.var.égales — Comparaison de moyennes - Variances égales (Fig. 1.2)
comp.2.moy.var.inégales — Comparaison de moyennes - Variances inégales (Fig. 1.3)
anova — ANOVA - Variances égales (Fig. 1.5)

anova.welch — ANOVA - Variances inégales (Fig. 1.6)

comp.2.variances.F — Comparaison de variances - Test de Fisher (Fig. 2.1)
test.bartlett — Comparaison de variances - Test de Bartlett (Fig. 2.2)

test.levene — Comparaison de variances - Test de Levene (Fig. 2.3)
test.brown.forsythe — Comparaison de variances - Test de Brown-Forsythe (Fig. 2.4)

test.comp.prop — Comparaison de proportions (Fig. 3.1)

. test.homogeneite.dist.1 — Comparaison des distributions (2 modalités) (Fig. 3.2)

. test.homogeneite.dist.2 — Comparaison des distributions (3 modalités) (Fig. 3.3)

. test.comp.2.moyennes.appariés — Comparaison de moyennes - Echantillons appariés (Fig. 4.1)

. anova.randomized.blocks — Comparaison de moyennes - Blocs aléatoires complets (Fig. 4.2)

. test.variance.paired.Sample — Comparaison de variances - Echantillons appariés (Fig. 4.4)

. women's nutrition - usda — Analyse multivariée — Comparaison de moyennes a un standard (Fig. 5.3)

. bank.swiss.comp.moy.var.egales — Analyse multivariée — Comparaison de moyennes sous hypothese

d’homoscédasticité (Fig. 6.2)

bank.comp.moy.var.inegales — Analyse multivariée — Comparaison de moyennes sous hypothese d'hé-

térocédasticité (Fig. 6.3)
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108 C Description du classeur EXCEL

19. t2.paired.test — Analyse multivariée — Comparaison de moyennes - Echantillons appariés (Fig. 6.5)
20. pottery.manova — MANOVA - Echantillons indépendants (Fig. 7.1, 7.2, 7.3, 7.4, 7.5, 7.6, 7.7)

21. credit.Bartlett.Multivarié — Analyse multivariée — Comparaison de matrices de variance-covariance
(Test Box's M)
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D

Comparaison de populations sous R

Le logiciel R (https://www.r-project.org/) était fortement estampillé statistique a ses débuts. Il
n'est des lors guére étonnant que ses packages historiques excellent dans les tests statistiques, en particulier
paramétriques. De fait, a quelques exceptions pres, le package “stats” — un des plus anciens et des plus
importants de R, il est chargé automatiquement au démarrage de |'interpréteur — couvre la trés grande majorité

des techniques étudiées dans ce manuel.

Voici leur expression sous R. J'ai mis en référence (Fig. x.x) les résultats obtenus a I'aide d'un tableur. Tous
les résultats sont cohérents. Pour la petite histoire, j'avais moi-méme calibré mes calculs a I'aide des logiciels
SAS et SPSS.

HEHSHBFHAHHEH RS HAEFHEH B SR AF RS H RS HEH RS H RS
# Comparaison de 2 moyennes (chapitre 1)

HEHH R

# importation des donnees (package xlsx)
# demandeurs de credits
# Fig. 0.1

> library(xlsx)

> D1 <- xlsx::read.xlsx("datasets.xlsx",sheetName="D1")

> str(D1)

data.frame’: 50 obs. of 7 variables:

$ SalHomme :num 7.92 7.97 6.97 7.85 6.67 6.89 7.29 7.53 7.48 7.27 ...
$ SalFemme tnum 7.72 7.49 7.1 7.39 6.76 6.51 6.93 7.51 7.25 6.6 ...

$ RevTete :num 7.42 7.76 6.35 7.24 5.46 6.72 6.43 7.52 6.46 6.59

$ Age :num 3.69 3.89 3.53 3.78 3.78 4.16 3.37 3.99 3.47 3.3 ...
$ Acceptation : chr "oui" "oui" "non" "oui"

$ GarantieSupp: chr "hypotheque" "caution" "non" "caution"
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$ Emploi : chr "cdd" "cdd" "cdd" "cdd" ...$

# effectifs conditionnellement a "Acceptation"
# Fig. 1.2
> table(D1[,"Acceptation"])

non oui

16 34

# moyennes conditionnelles

> tapply(D1[,"SalFemme"],D1[,"Acceptation"] ,mean)

non oui

7.033125 7.439412

# écarts—-type conditionnels

> tapply(D1[,"SalFemme"],D1[,"Acceptation"],sd)

non oui

0.2615013 0.5482918

# comparaison avec t.test - variances égales

# package standard "stats"

# Fig. 1.2

> t.test(D1[,’SalFemme’] ~ D1[,’Acceptation’],var.equal=TRUE)

Two Sample t-test

data: D1[, "SalFemme"] by D1[, "Acceptation"]
t = -2.8063, df = 48, p-value = 0.007219
alternative hypothesis: true difference in means between group non and group oui is not equal to O
95 percent confidence interval:
-0.6973802 -0.1151933
sample estimates:
mean in group non mean in group oui

7.033125 7.439412
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# comparaison avec t.test - variances inégales

"stats"

# package standard
# Fig. 1.3

> t.test(D1[,’SalFemme’] ~ D1[,’Acceptation’],var.equal=FALSE)

Welch Two Sample t-test

data: D1[, "SalFemme"] by D1[, "Acceptation"]
t = -3.5476, df = 47.96, p-value = 0.000881
alternative hypothesis: true difference in means between group non and group oui is not equal to O
95 percent confidence interval:
-0.6365582 -0.1760153
sample estimates:
mean in group non mean in group oui

7.033125 7.439412

HHBHHHBH SRR HHH SRR R RS SER R R RS RS
# ANOVA & 1 facteur (chapitre 1, section 3)
HHH# S R

# anova & 1 facteur - variances égales
# Fig. 1.5
> summary(stats::aov(D1[,"SalFemme"] ~ D1[,"GarantieSupp"]))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Di[, "GarantieSupp"] 2 1.325 0.6624 2.727 0.0758 .
Residuals 47 11.418 0.2429

Signif. codes: O ’xxx’ 0.001 ’xx’ 0.01 ’x> 0.05 ’.” 0.1’ ’ 1

# ou encore

> stats::oneway.test(D1[,"SalFemme"] ~ D1[,"GarantieSupp"],var.equal=TRUE)

One-way analysis of means

data: D1[, "SalFemme"] and D1[, "GarantieSupp"]
F =2.7267, num df = 2, denom df = 47, p-value = 0.07579
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# anova & 1 facteur - variances inégales (Welch)
# Fig. 1.6
> stats::oneway.test(D1[,"SalFemme"] ~ D1[,"GarantieSupp"],var.equal=FALSE)

One-way analysis of means (not assuming equal variances)

data: D1[, "SalFemme"] and D1[, "GarantieSupp"]
F = 2.3446, num df = 2.000, denom df = 11.055, p-value = 0.1416

B S S S
# Comparaison de variances (chapitre 2)

i S s S R R

# test de Fisher
# Fig. 2.1
> res <- stats::var.test(D1[,’SalFemme’] ~ D1i[,’Acceptation’])

> print(res)

F test to compare two variances

data: D1[, "SalFemme"] by D1[, "Acceptation"]

F = 0.22747, num df = 15, denom df = 33, p-value = 0.003668
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:

0.1006039 0.5965631

sample estimates:
ratio of variances

0.22747
# inverse de la statistique de test de Fisher
# pour étre comparable a Fig. 2.1

> print(1.0/res$statistic)

F
4.396184
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# test de Bartlett
# Fig. 2.2

> stats::bartlett.test(D1[,’SalFemme’] ~ D1[,’GarantieSupp’])

Bartlett test of homogeneity of variances

data: D1[, "SalFemme"] by D1[, "GarantieSupp"]
Bartlett’s K-squared = 0.639, df = 2, p-value = 0.7265

test de Levene (via le package "car")
https://cran.r-project.org/package=car

Fig. 2.3 (centrage avec la moyenne)

v = #

library(car)

> car::leveneTest(D1[,’SalFemme’] ~ D1[,’GarantieSupp’],center=mean)

F Value : 0.3211738
Pr(>F) : 0.7268764

HAHSHBHHAHHAEH RS HAFHAEHBEHAF R AR B SR RF R H RS HH
# Comparaison de proportions (chapitre 3)

HAHH R

comparaison de 2 proportions (chapitre 3, section 1)
sans correction de continuite

attention a la presentation des informations

Fig. 3.1
stats::prop.test(c(6,28),c(16,34),correct=FALSE)

vV # H* ¥ #

2-sample test for equality of proportions without continuity correction

data: c(6, 28) out of c(16, 34)

X-squared = 10.059, df = 1, p-value = 0.001516
alternative hypothesis: two.sided

95 percent confidence interval:

-0.7181425 -0.1789164

sample estimates:

prop 1 prop 2

113
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0.3750000 0.8235294

test d’homogeneite (chapitre 3, section 2)

presentation des infos sous forme de tableau de contingence
Fig. 3.3

tab <- matrix(c(3,10,3,2,19,13) ,nrow=3,ncol=2)

H O H

A\

> stats::chisq.test(tab)

Pearson’s Chi-squared test

data: tab
X-squared = 3.1745, df = 2, p-value = 0.2045

HERHHHHH R R R
# Tests pour echantillons apparies (chapitre 4)

HERHHHBHHHBRFH B RS H B H RS RRSHH RS H R RS

# comparaison de moyennes (chapitre 4, section 2)
# Fig 4.1
> stats::t.test(D1[,"SalHomme"],D1[,"SalFemme"] ,paired=TRUE)

Paired t-test

data: D1[, "SalHomme"] and D1[, "SalFemme"]
t = 3.8697, df = 49, p-value = 0.0003221
alternative hypothesis: true mean difference is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.07431505 0.23488495
sample estimates:
mean difference

0.1546

# comparaison de variances (chapitre 4, section 4)
# Fig. 4.4

# pas de package spécifique mais code R

> somme <- Di[,"SalHomme"] + D1[,"SalFemme"]

> difference <- D1[,"SalHomme"] - Di[,"SalFemme"]
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> stats::cor.test(somme,difference)

Pearson’s product-moment correlation

data: somme and difference
t = 1.3427, df = 48, p-value = 0.1857
alternative hypothesis: true correlation is not equal to O
95 percent confidence interval:
-0.09300464 0.44504637
sample estimates:
cor

0.1902687

HERHHHHHH R R R
# T2 de Hotelling - Test multivarie (chapitre 6)
HAHHHHBHHAHBHHAH B HBHHAH RS HBHHAH RS HBHHAEH B HAHHEH

# chargement des donnees

# billets de banque suisses

# Fig. 6.1
> D2 <- xlsx::read.xlsx("datasets.xlsx",sheetName="D2")
> str(D2)

’data.frame’: 200 obs. of 7 variables:

$ statut : chr '"real" "real" "real" "real"

$ length : num 215 215 215 215 215 ...

$ left_width : num 131 130 130 130 130 ...

$ right_width: num 131 130 130 130 130 ...

$ bot_margin : num 9 8.1 8.7 7.5 10.4 9 7.9 7.28.29.2 ...

$ top_margin : num 9.7 9.5 9.6 10.4 7.7 10.1 9.6 10.7 11 10 ...
$ diag_length: num 141 142 142 142 142 ...

# test MANQOVA
# T2 de Hotelling (chapitre 6, section 1)
# Fig. 6.2

# voir en particulier 1’approximation F

115

> summary(stats::manova(as.matrix(D2[,2:7]) ~ D2[,"statut"]),test="Hotelling-Lawley")
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Df Hotelling-Lawley approx F num Df den Df Pr(>F)

D2[, "statut"] 1 12.184  391.92 6 193 < 2.2e-16 *x*x
Residuals 198

Signif. codes: O ’*x*x’ 0.001 ’*%> 0.01 ’%’ 0.05 >.” 0.1’ > 1

# meme test avec le package Hotelling
# https://cran.r-project.org/package=Hotelling
# Fig. 6.2
# fournit la statistique T2 ici

> library(Hotelling)

\4

print (Hotelling: :hotelling.test(as.matrix(D2[,2:7]) ~ D2[,"statut"]))

Test stat: 2412.5
Numerator df: 6
Denominator df: 193

P-value: O

# donnees pour test multivarie sur echantillons apparies
# Fig. 6.4

> D3 <- xlsx::read.xlsx("datasets.xlsx",sheetName="D3")

> str(D3)
’data.frame’: 30 obs. of 8 variables:
$ml: num 2544333444.
$ m2: num 3 553334454.
$ m3: num 545454455 3.
$m4: num 545455455 3.
$el: num 4 444434343.
$e2: num 4545433444.
$e3: num 5555545554 .
$ed: num 5555544544,

# comparaison de moyennes echantillons apparies
# (chapitre 6, section 3)
# Fig 6.5
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calcul ¢‘from scratch’’

D Comparaison de populations sous R 117

Calcul des différences appariées

D <- D3[,1:4] - D3[,5:8]

Moyenne vectorielle des différences

x_bar <- colMeans(D)

Matrice de covariance empirique

S <= cov(D)

Taille de 1’échantillon

n <- nrow(D)

Statistique T2 de Hotelling

T2 <- n * t(x_bar) %*% solve(S) %x*J x_bar
Conversion en statistique F pour obtenir une p-valeur
p <- ncol(D)

Fval <- (n-p) *xT2/ (p * (n - 1))

p_value <- pf(F_val, p, n - p, lower.tail = FALSE)

affichages

print(T2) # Valeur T2

13.12784

print(F_val) # valeur F

2.942447

print(p_value) # proba critique

0.03936914

méme chose avec le package ICSNP
Fig. 6.5
option mu pour définir HO

D est la différence entre matrices cf. ci-dessus

ICSNP: :HotellingsT2(D,mu=c(0,0,0,0))

Hotelling’s one sample T2-test

data: D

T.2 = 2.9424, dfl1 = 4, df2 = 26, p-value = 0.03937

alternative hypothesis: true location is not equal to ¢(0,0,0,0)
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g s s s s
# Comparaison multivariee de K populations (chapitre 7)

HERHHHHHH R R R R R

# donnees poteries

# Fig. 7.1
> D4 <- xlsx::read.xlsx("datasets.xlsx",sheetName="D4")
> str(D4)
’data.frame’: 26 obs. of 6 variables:
$ Site : chr "Llanedryn" "Llanedryn" "Llanedryn" "Llanedryn"

Aluminium: num 14.4 13.8 14.6 11.5 13.8 10.9 10.1 11.6 11.1 13.4 ...

Iron :num 7 7.08 7.09 6.37 7.06 6.26 4.26 5.78 5.49 6.92 ...

Calcium : num 0.15 0.12 0.13 0.16 0.2 0.17 0.2 0.18 0.29 0.28 ...

$

$

$ Magnesium: num 4.3 3.43 3.88 5.64 5.34 3.47 4.26 5.91 4.52 7.23 ...
$

$ Sodium :num 0.51 0.17 0.2 0.14 0.2 0.22 0.18 0.16 0.3 0.2 ...

# MANOVA - LAMBDA de Wilks
# transformation de RAO

# section 7.1.3

# Fig. 7.8

> summary(stats::manova(as.matrix(D4[,2:6]) ~ D4[,1]),test="Wilks")

Df Wilks approx F num Df den Df Pr(>F)
D4[, 1] 3 0.012301 13.088 15 50.091 1.84e-12 *x*x*
Residuals 22

Signif. codes: O ’***’ 0.001 ’*x> 0.01 ’*’ 0.05 >.” 0.1’ > 1

# trace de PILLAI
# section 7.1.4

> summary(stats::manova(as.matrix(D4[,2:6]) ~ D4[,1]),test="Pillai")

Df Pillai approx F num Df den Df Pr(>F)
D4[, 1] 3 1.5539 4.2984 15 60 2.413e-05 *x**
Residuals 22
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Signif. codes: O ’***’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’x’ 0.05 *.” 0.1’ * 1

# trace de HOTELLING-LAWLEY
# section 7.1.4

> summary(stats::manova(as.matrix(D4[,2:6]) ~ D4[,1]),test="Hotelling-Lawley")

Df Hotelling-Lawley approx F num Df den Df Pr(>F)
D4[, 1] 3 35.439 39.376 15 50 < 2.2e-16 *xx*
Residuals 22

Signif. codes: O ’xxx’ 0.001 ’xx’ 0.01 ’x’> 0.05 ’.” 0.1’ 7 1

# plus grande val.propre de ROY
# section 7.1.4

> summary(stats::manova(as.matrix(D4[,2:6]) ~ D4[,1]),test="Roy")

Df Roy approx F num Df den Df Pr(>F)
D4[, 1] 3 34.161 136.64 5 20 9.444e-15 **x*
Residuals 22

Signif. codes: O ’xxx’ 0.001 ’xx’ 0.01 ’x> 0.05 ’.” 0.1’ ’ 1

# test multivarie egalite des variances

# test Box M (package "biotools")

# chapitre 7, section 2

> library(biotools)

> biotools::boxM(as.matrix(D1[,1:4]),D1[,"GarantieSupp"])

Box’s M-test for Homogeneity of Covariance Matrices

data: as.matrix(Di1[, 1:4])
Chi-Sq (approx.) = 24.057, df = 20, p-value = 0.2399
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Comparaison de populations sous Python

Python est plutdt connu pour ses librairies de machine learning et de deep learning dans le domaine de la
valorisation de la data (data science, data mining, ...). Pourtant, & bien y regarder, il dispose - de longue date
- des librairies statistiques de qualité, notamment avec les références incontournables scipy et statsmodels

(un peu avec pingouin aussi).

Elles couvrent la trés grande majorité des techniques étudiées dans cet ouvrage et, faut-il le préciser tant
leur sérieux et leur rigueur sont connues et reconnues, les résultats sont tout a fait conformes aux standards du
domaine, a ceux de R (et ses packages), et par conséquent en accord avec les calculs que nous avions menés

manuellement sous Excel.

HEHSHBFHAHHEH RS HAEFHEH B SR AF RS H RS HEH RS H RS
# Comparaison de 2 moyennes (chapitre 1)

HEHH R

# chargement des données
> import pandas
> D1 = pandas.read_excel("datasets.xlsx",sheet_name="D1")

> D1.info()

<class ’pandas.core.frame.DataFrame’>
RangeIndex: 50 entries, 0 to 49

Data columns (total 7 columns):

#  Column Non-Null Count Dtype

0 SalHomme 50 non-null float64
1 SalFemme 50 non-null float64
2 RevTete 50 non-null float64
3 Age 50 non-null float64
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4  Acceptation 50 non-null object
5 GarantieSupp 50 non-null object
6  Emploi 50 non-null object

dtypes: float64(4), object(3)
# effectifs conditionnellement a "Acceptation"
# Fig. 1.2

> D1.Acceptation.value_counts()

Acceptation
oui 34
non 16

Name: count, dtype: int64

# moyennes conditionnelles

> D1.pivot_table(values="SalFemme",index="Acceptation",aggfunc="mean")

mean (SalFemme)
Acceptation

non 7.033125
oui 7.439412

# écarts-type conditionnels

> D1.pivot_table(values="SalFemme",index="Acceptation",aggfunc="std")

std(SalFemme)
Acceptation

non 0.261501
oui 0.548292

comparaison avec t.test - variances égales
package standard "scipy"
attention a la presentation des donnees

Fig. 1.2

vV # H* H# #

from scipy.stats import ttest_ind

\4

ttest_ind(D1.SalFemme [D1.Acceptation=="oui"],D1.SalFemme [D1.Acceptation=="non"],equal_var=True)
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TtestResult (statistic=np.float64(2.806295717405763),
pvalue=np.float64(0.00721911962418008), df=np.float64(48.0))

# comparaison avec t.test - variances inégales

# package standard
# Fig. 1.3

scipy"

> ttest_ind(D1.SalFemme[D1.Acceptation=="oui"],D1.SalFemme[D1.Acceptation=="non"],equal_var=False)

TtestResult(statistic=np.float64(3.5476036673329867),
pvalue=np.float64(0.000880973702645484), df=np.float64(47.96014890741354))

R

# ANOVA & 1 facteur (chapitre 1, section 3)

B S S s S s s s

# anova a 1 facteur - variances égales

# package "scipy"

# pas tres facile l’organisation des données

# Fig. 1.5

> from scipy.stats import f_oneway

> f_oneway(D1.SalFemme [D1.GarantieSupp=="caution"],
D1.SalFemme [D1.GarantieSupp=="hypotheque"],
D1.SalFemme [D1.GarantieSupp=="non"])

F_onewayResult(statistic=np.float64(2.7266636100129107),
pvalue=np.float64(0.07579371327148231))

# ou encore avec "statsmodels"
> import statsmodels.api as sm

> import statsmodels.formula.api as smf

# en deux temps

# modele lineaire

> modele = smf.ols(’SalFemme ~ C(GarantieSupp)’,data=D1).fit()
# et ANOVA a 1 facteur (dixit la doc en ligne)

> anova_table = sm.stats.anova_lm(modele,typ=2)

# presentation sous forme de tableau d’anova
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> print(anova_table)

sum_sq df F PR(>F)
C(GarantieSupp) 1.324755 2.0 2.726664 0.075794
Residual 11.417527 47.0 NaN NaN

# toujours avec "statsmodels"
# mais plus simplement et des résultats tres detailles
# avec anova_oneway

> sm.stats.anova_oneway(data=D1.SalFemme,groups=D1.GarantieSupp,use_var="equal")

<class ’statsmodels.stats.base.HolderTuple’>
statistic = np.float64(2.726663610012903)
pvalue = np.float64(0.07579371327148275)

df = (2.0, np.float64(47.0))

df _num = 2.0

df _denom = np.float64(47.0)

nobs_t = np.float64(50.0)

n_groups = 3

means = array([7.37 , 7.1762069, 7.531875 1)
nobs = array([ 5., 29., 16.])

vars_ = array([0.2194 , 0.21294581, 0.30516292])
use_var = ’equal’

welch_correction = True

tuple = (np.float64(2.726663610012903), np.float64(0.07579371327148275))

# avec pingouin
> import pingouin as pg

> pg.anova(data=D1,dv="SalFemme" ,between="GarantieSupp",detailed=True)

Source S8 DF MS F p-unc np2
GarantieSupp 1.324755 2 0.662378 2.726664 0.075794 0.103965
Within 11.417527 47 0.242926 NaN NaN NaN

# anova a 1 facteur - variances inégales (Welch)
# avec pingouin

# Fig. 1.6
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> pg.welch_anova(data=D1,dv="SalFemme",between="GarantieSupp")

Source ddofl ddof2 F p-unc np2
GarantieSupp 2 11.054644 2.344622 0.14164 0.103965

HERHHHHH R R R
# Comparaison de variances (chapitre 2)

HEHHHHBHHHBHFHHA SRR HRR SRR H R HRS

test de Fisher
Fig. 2.1

n’existe pas nativement, mais trés facile a programmer

H # H

rapport de variances

# test de Bartlett
# package "scipy"
# Fig. 2.2

> from scipy.stats import bartlett

> bartlett(D1.SalFemme [D1.GarantieSupp=="caution"],
D1.SalFemme [D1.GarantieSupp=="hypotheque"],
D1.SalFemme [D1.GarantieSupp=="non"])

BartlettResult(statistic=np.float64(0.6389993504591184),
pvalue=np.float64(0.7265124383257138))

# test de Levene (centrage avec la moyenne)

# package "scipy"

# Fig. 2.3

> from scipy.stats import levene

> levene(D1.SalFemme [D1.GarantieSupp=="caution"],
D1.SalFemme [D1.GarantieSupp=="hypotheque"],
D1.SalFemme [D1.GarantieSupp=="non"],

center="mean")

LeveneResult (statistic=np.float64(0.32117382542048073),
pvalue=np.float64(0.7268763613192468))
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HHHAHBHHHHHAH B HBHHAHBEHAH R AR B H AR H RS HHE
# Comparaison de proportions (chapitre 3)

HERHHHHHH R R R

comparaison de 2 proportions (chapitre 3, section 1)
avec '"statsmodels"
attention a la presentation des informations (comme sous R)

Fig. 3.1

H O H O H O OH

on retrouve le KHI-2 si on passe au carre
> from statsmodels.stats.proportion import proportions_ztest

> proportions_ztest([6,28],[16,34])

(np.float64(-3.1715818862043674), np.float64(0.0015161111790342038))

# test d’homogeneite (chapitre 3, section 2)
# presentation des infos sous forme de tableau de contingence
# Fig. 3.3

> tab = [[3,2],[10,19],[3,13]]
> from scipy.stats import chi2_contingency

> print(chi2_contingency(tab))

Chi2ContingencyResult(statistic=np.float64(3.17452142494929),
pvalue=np.float64(0.20448498841553725), dof=2,
expected_freq=array([[ 1.6 , 3.4 1],

[ 9.28, 19.72],
[ 5.12, 10.8811))

HHHAHBHHAHHAH B HBHHAH B HAH R AR B H AR AR B HAH R B
# Tests pour echantillons apparies (chapitre 4)

HERHHHHHE R R R R

# comparaison de moyennes (chapitre 4, section 2)
# package "scipy"

# Fig 4.1

> from scipy.stats import ttest_rel

> ttest_rel(D1["SalHomme"] ,D1["SalFemme"])
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TtestResult(statistic=np.float64(3.869720581983712),
pvalue=np.float64(0.0003221433233361759), df=np.int64(49))

# comparaison de variances (chapitre 4, section 4)
# Fig. 4.4
# pas de package spécifique mais code Python

A\

somme = D1["SalHomme"] + D1["SalFemme"]

> difference = D1["SalHomme"] - D1["SalFemme"]

> from scipy.stats import pearsonr

# affiche la correlation, mais pas le t de Student

> pearsonr (somme,difference)

PearsonRResult(statistic=np.float64(0.19026868413270168),
pvalue=np.float64(0.18566871614328456))

HERSHHBHHHBHFHBR SRR B H RS H AR RS R R
# T2 de Hotelling - Test multivarie (chapitre 6)
I

# chargement des donnees

# billets de banque suisses

# Fig. 6.1

> D2 = pandas.read_excel("datasets.xlsx",sheet_name="D2")

> D2.info ()

<class ’pandas.core.frame.DataFrame’>
RangeIndex: 200 entries, O to 199

Data columns (total 7 columns):

#  Column Non-Null Count Dtype

0 statut 200 non-null object

1 length 200 non-null float64
2 left_width 200 non-null float64
3 right_width 200 non-null float64
4 bot_margin 200 non-null float64
5 top_margin 200 non-null float64
6 diag_length 200 non-null float64
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dtypes: float64(6), object(l)

# test MANOVA

# T2 de Hotelling (chapitre 6, section 1)

# Fig. 6.2

# voir en particulier 1’approximation F

# pas de fonction dans scipy ou statsmodels

# reconstitution a partir de suggestion de ChatGPT et du cours
> import numpy as np

> from scipy.stats import £

# fonction pour T2 de Hotelling
# echantillons independants

> def hotelling t2_independent (X, Y):

Test T2 de Hotelling pour deux échantillons indépendants
X, Y : arrays (n_samples, n_variables)
Retourne T2, statistique F, p-value

# effectifs

nl, p = X.shape
n2,

Y.shape
# moyennes

x_bar = np.mean(X, axis=0)

y_bar = np.mean(Y, axis=0)
# mat. var-covar

S1
S2

np.cov(X, rowvar=False)

np.cov(Y, rowvar=False)

# Matrice de covariance combinée (pondérée)

Sp = ((n1 -1)*S1 + (n2 -1)*52) / (n1 + n2 - 2)

# formule ==> eq.6.1 a 6.2

diff = x_bar - y_bar

Sp_inv = np.linalg.inv(Sp)

T2 = (n1 * n2) / (nl + n2) * diff.T @ Sp_inv @ diff
# Calcul statistique F : eq.6.3
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numerator = (nl + n2 - p -1) * T2
denominator = p * (nl + n2 - 2)

F = numerator / denominator

# degres de liberte

dfl1 =p

df2 =nl +n2 -p -1

# p-value

p_value = 1 - f.cdf(F, df1, df2)
# T2, F et p-value

return T2, F, p_value

# appel de la fonction
> X

D2.loc[D2.statut=="fake"] .iloc[:,1:7]

> Y = D2.loc[D2.statut=="real"].iloc[:,1:7]

> T2, F, p_value = hotelling_t2_independent(X,Y)

# affichage

> print (£"T2 de Hotelling = {T2:.4f}")
> print (f"Statistique F = {F:.4f}")

> print (f"p-value = {p_value:.4f}")

T2 de Hotelling = 2412.4507
Statistique F = 391.9217
p-value = 0.0000

# donnees pour test multivarie sur echantillons apparies
# Fig. 6.4
> D3 = pandas.read_excel("datasets.xlsx",sheet_name="D3")

> D3.info()

<class ’pandas.core.frame.DataFrame’>
RangeIndex: 30 entries, 0 to 29
Data columns (total 8 columns):

# Column Non-Null Count Dtype

0 mil 30 non-null int64
1 m2 30 non-null int64
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m3 30 non-null int64
mé4 30 non-null int64
el 30 non-null int64
e2 30 non-null int64
e3 30 non-null int64
ed 30 non-null int64

dtypes: int64(8)

# comparaison de moyennes echantillons apparies

# (chapitre 6, section 3)
# Fig 6.5

# code suggere par ChatGPT et corrige

> def hotelling_t2_paired(X, Y):

Test T2 de Hotelling pour échantillons appariés

X, Y : arrays de forme (n_samples, n_variables)
Retourne T2, statistique F, p-value

n, p = X.shape

# Calcul des différences

D=X-Y

d_bar = np.mean(D, axis=0)

S = np.cov(D, rowvar=False)

S_inv = np.linalg.inv(S)

T2 =n *x d_bar.T @ S_inv @ d_bar

# Statistique F associée
F=(@-p) / (p*x (n-1)) * T2
dfli = p

df2 =n - p

p_value = 1 - f.cdf(F, df1, df2)
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return T2, F, p_value
# Exemple d’utilisation
> X = D3.iloc[:,0:4].to_numpy()

> Y = D3.iloc[:,4:8].to_numpy()

> T2, F, p_value = hotelling t2_paired(X, Y)

\4

print (£"T2 de Hotelling (app) = {T2:.4f}")

\4

print(f"Statistique F = {F:.4f}")

\

print (f"p-value = {p_value:.4f}")

T2 de Hotelling (app) = 13.1278
Statistique F = 2.9424
p-value = 0.0394

HHEHH R R R R R R
# Comparaison multivariee de K populations (chapitre 7)

HERHHHHHH R R R R R R R

# donnees poteries
# Fig. 7.1
> D4 = pandas.read_excel("datasets.xlsx",sheet_name="D4")

> D4.info()

<class ’pandas.core.frame.DataFrame’>
RangeIndex: 26 entries, 0 to 25

Data columns (total 6 columns):

# Column Non-Null Count Dtype

0 Site 26 non-null object

1 Aluminium 26 non-null float64
2 Iron 26 non-null float64
3 Magnesium 26 non-null float64
4 Calcium 26 non-null float64
5  Sodium 26 non-null float64

dtypes: float64(5), object(l)
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# MANOVA avec "statsmodels"

> from statsmodels.multivariate.manova import MANQOVA

# Formule MANOVA : variables dépendantes ~ variable indépendante

> manova = MANOVA.from_formula("Aluminium+Iron+Magnesium+Calcium+Sodium ~ Site",data=D4)
# resultats (section 7.1.3 [Fig. 7.8], 7.1.4)

# c’est la partie "Site" qui nous interesse

> print(manova.mv_test())

Multivariate linear model

Intercept Value Num DF Den DF F Value Pr > F
Wilks’ lambda 0.0300 5.0000 18.0000 116.5838 0.0000

Pillai’s trace 0.9700 5.0000 18.0000 116.5838 0.0000
Hotelling-Lawley trace 32.3844 5.0000 18.0000 116.5838 0.0000
Roy’s greatest root 32.3844 5.0000 18.0000 116.5838 0.0000

Site Value Num DF Den DF F Value Pr > F

Wilks’ lambda 0.0123 15.0000 50.0915 13.0885 0.0000

Pillai’s trace 1.5539 15.0000 60.0000 4.2984 0.0000
Hotelling-Lawley trace 35.4388 15.0000 29.1304 40.5880 0.0000
Roy’s greatest root 34.1611 5.0000 20.0000 136.6445 0.0000

# test multivarie egalite des variances
# test Box M (package "pingouin")
# chapitre 7, section 2

> pg.box_m(data=D1,dvs=[’SalHomme’,’SalFemme’, ’RevTete’,’Age’],group=’GarantieSupp’)

Chi2 daf pval equal_cov
box 24.057071 20.0 0.239908 True
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