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I. Classement des données
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· Pour les variables aléatoires continues, on se réfère au centre de la classe pour tracer, par exemple un diagramme à bâtons.

· Dans un diagramme à barres (histogramme), chaque barre a une aire proportionnelle à la grandeur qu'elle représente. Si les barres n'ont pas toutes la même largeur, on n'inscrit pas de valeurs en ordonnées.

II. Notations générales

A. Fonction de répartition

1. Loi continue

Pour la valeur 
[image: image18.wmf]x

 d’une variable aléatoire continue 
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, on notera par :
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2. Loi discrète

Pour la valeur x d’une variable aléatoire discrète 
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 pouvant prendre
les valeurs ordonnées
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avec les probabilités 
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on notera la fonction de répartition par :
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B. Espérance (moyenne)

1. Variable continue
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2. Variable discrète
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3. Propriétés

· Soit k une constante, on a:
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· Etant donné deux variables aléatoires indépendantes 
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C. Variance

1. Variable continue
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2. Variable discrète
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3. Propriétés

· 
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· Soit k une constante, on a:
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· Etant donné deux variables aléatoires indépendantes 
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 et 
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, on a :
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III. Lois, Propriétés et Approximations

A. Lois discrètes

1. Loi de Bernouilli 
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· La variable aléatoire 
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 ne peut prendre que 2 valeurs, par exemple 0 et 1 (ou échec et succès), avec les probabilités 
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2. Loi binomiale 
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Il s’agit en fait de la somme de n variables aléatoires indépendantes 
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a) Généralités
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b) Propriétés

Somme de lois binomiales. Soient deux variables aléatoires indépendantes: 
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3. Loi de poisson 
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a) Généralités
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b) Estimation
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c) Propriété

Somme de deux lois de poisson. Soient 
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 deux variables aléatoire indépendantes suivant respectivement les lois 
[image: image76.wmf](

)

1

l

P

 et 
[image: image77.wmf](

)

2

l

P

. La loi 
[image: image78.wmf]2

1

X

X

Z

+

=

 suit une loi 
[image: image79.wmf](

)

2

1

l

+

l

P

.

B. Lois continues

Note: dans tout ce document, le 2ème paramètre d'une loi Normale correspond TOUJOURS à la variance, et non pas à l'écart type.

1. Loi normale centrée réduite 
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b) Propriété

Somme de carré de lois normales centrées réduites (loi du khi-deux). Soient 
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 deux à deux indépendantes qui suivent chacune une loi 
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2. Loi normale 
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a) Généralités
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b) Estimations

· moyenne: 
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· variance lorsque la moyenne est connue (moyenne 
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· variance lorsque la moyenne n’est pas connue: 
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, sans biais. Cet estimateur prend en compte le fait qu'il faut utiliser une estimation préalable de la moyenne pour estimer la variance. Il n'y a donc plus 
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c) Propriétés

· Centrer-réduire. Soit une variable aléatoire 
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 qui suit la loi normale 
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Notons qu’on peut retrouver ce résultat en calculant 
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· Loi de la moyenne : Si 
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· Loi de la moyenne si les deux paramètres sont inconnus. Cf loi de Student.
3. Loi exponentielle 
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a) Généralités

· 
[image: image117.wmf](

)

q

-

q

=

x

X

e

x

f

1


· 
[image: image118.wmf][

]

q

=

X

E


· 
[image: image119.wmf][

]

2

q

=

X

Var


b) Estimation
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c) Propriétés

Loi exponentielle et loi gamma. La loi exponentielle 
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 est un cas particulier de la loi 
[image: image122.wmf]G

 de paramètres 
[image: image123.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

G

1

,

1

l

m

a


4. Loi gamma 
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a) Rappel mathématique: fonction gamma d'Euler et propriétés
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b) Généralités sur la loi gamma
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c) Propriétés

· Somme de lois gamma. Soient 
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· Rapport entre loi normale et loi gamma. Soit 
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 une variable aléatoire suivant la loi 
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5. Loi du khi-deux 
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a) Généralités

· 
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b) Propriétés

· Somme de carré de loi normales centrées réduites. Soient 
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· Somme de lois du khi-deux. Soient 
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c) Distance du 
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Cette distance est utilisée pour tester si une distribution observée suit une certaine loi.

· Il s'agit de la valeur 
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[image: image166.wmf](

)

å

=

c

-

=

r

i

i

i

i

Np

Np

n

d

1

2

2

, qui suit une loi 
[image: image167.wmf]2

1

-

c

r

. Les 
[image: image168.wmf]i

n

 correspondent aux quantités observées, les 
[image: image169.wmf]i

p

 aux probabilités théoriques (lues dans les tables), et 
[image: image170.wmf]N

 à la taille de l'échantillon observé.

· Pour une matrice: 
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6. Loi de Student 
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a) Généralités
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b) Propriétés

· Soient deux variables aléatoires indépendantes:
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 qui suit 
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· Loi de la moyenne d’une loi normale dont les 2 paramètres sont inconnus. Si 
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 étant la taille de l'échantillon, et 
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 l’estimateur de la variance). Ceci n’est valable que lorsque 
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 est plus grand, la loi de Student tend vers une loi 
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· Somme de variables Gaussiennes centrées. Soient 
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 variables aléatoires gaussiennes indépéndantes et centrées. 
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7. Loi de Fisher-Snédecor 
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a) Généralités
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b) Propriété

Loi du khi-deux et loi de Fischer. Soient deux variables aléatoires indépendantes: 
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C. Approximations

1. Approximations par une loi normale

· Loi de Student 
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· Loi du khi-deux 
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· Loi binomiale 
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· Loi de poisson 
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2. Approximation de la loi binomiale par une loi de poisson

Lorsque 
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IV. Estimation ponctuelle

· On cherche à estimer un paramètre inconnu d’une loi,

· puis on cherche  a savoir si l’estimateur trouvé est bon.

· Pour cela on calcule le biais et la bonne inférieure de la variance (BIV).

Attention aux notations, surtout lors des estimations :
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 concerne les valeurs observées, alors que
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 concerne les valeurs théoriques (qui suivent absolument une loi). Cette notation est respectée dans tous ce document, mais ne l’est pas toujours ailleurs…
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 est une estimation c'est à dire est calculé à partir de l'échantillon.
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 est un estimateur  c'est une valeur théorique.
De même, 
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 signifie "moyenne observée" (calculée à partir de données brutes), et 
[image: image229.wmf]X

 signifie "moyenne théorique" (qui suit une loi).

A. Recherche d’un estimateur :
Méthode du maximum de vraisemblance

1. Fonction de vraisemblance 
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a) Cas continu


[image: image231.wmf](

)

(

)

Õ

=

m

=

m

n

i

i

n

x

f

x

x

x

L

1

2

1

,

,

,

,

,

K

, ou 
[image: image232.wmf](

)

m

,

i

x

f

 est la fonction densité de la loi utilisée, de paramètre 
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 dont on recherche un estimateur. 

b) Cas discret 
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2. Estimateur du maximum de vraisemblance

C’est la (les) solution(s) 
[image: image235.wmf]m

 obtenue(s) en posant : 
[image: image236.wmf]0

log

=

m

¶

¶

L

. Si on trouve plusieurs solutions, il convient de dériver une seconde fois par rapport à 
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 pour trouver quelle solution correspond à un maximum, c’est à dire quand 
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. D’autre part, si on a plusieurs maximum, il faut comparer les ordonnées.

3. Exemple pour une loi normale

On cherche à estimer le premier paramètre 
[image: image239.wmf]m

 d’une loi normale de fonction densité :
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, l e deuxième paramètre 
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 étant connu.

· Calcul de la fonction de vraisemblance : 
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· Passage au logarithme : 
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· On dérive 
[image: image244.wmf]L

log

 par rapport à la variable recherchée 
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· Résolution finale de l’équation :
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· On obtient comme estimateur de 
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4. Calcul du biais

Le biais correspond à la différence entre l’espérance de l’estimateur et le paramètre estimé, soit
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En reprenant l’exemple précédent, on obtient :
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On obtient donc 
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, l’estimateur est sans biais.

B. Borne inférieure de la variance (BIV)

1. Cas continu
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, où
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 est la fonction densité de la loi utilisée, de paramètre 
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 dont on a un estimateur. 

Pour que l’estimateur soit bon il faut que sa variance soit supérieure ou égale à la BIV.

2. Cas discret
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3. Exemple de calcul de la BIV pour la loi normale (loi continue)

La fonction densité d’une loi normale est
[image: image260.wmf](
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Selon l’exemple suivi précédemment, 
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[image: image262.wmf](

)

(

)

2

2

1

e

2

1

,

m

-

-

p

=

m

i

x

X

f


En appliquant la fonction 
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 à 
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Puis on dérive par rapport au paramètre estimé
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Et on passe au carré :
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On en calcule l’espérance :
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or, comme pour une loi normale, 
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[image: image271.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

2

2

2

2

2

2

2

1

m

+

=

m

-

=

s

-

=

X

E

X

E

X

E

X

E

X

V


Ainsi,
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On obtient donc :
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Or,
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On peut donc conclure que 
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 est un estimateur efficace du premier paramètre d’une loi normale dont on connaît la variance (en l’occurrence, 
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). En effet, il est sans biais (voir plus haut), et sa variance est minimum (en effet,
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On peut calculer l'estimation 
[image: image278.wmf]m
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de 
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 a partir d'un échantillon donné.

4. Exemple de calcul de la BIV pour une loi de poisson (loi discrète)
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or d’après les propriétés de la variance, et des valeurs de l’espérance et de la variance pour une loi de poisson :
 
[image: image284.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

2

2

2

2

l

+

l

=

l

-

=

l

-

=

X

E

X

E

X

E

X

E

X

V


on obtient donc
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On comparera cette valeur avec la variance de l’estimateur 
[image: image287.wmf]l
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. Par exemple :
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On peut en conclure, si l’estimateur 
[image: image289.wmf]L

ˆ

 est sans biais, qu’il est efficace.

V. Estimation par intervalles de confiance

A. Généralités

On cherche à déterminer un intervalle 
[image: image290.wmf][
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b
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 centré sur la valeur numérique estimée du paramètre inconnu 
[image: image291.wmf]m

, contenant la vraie valeur de ce paramètre avec une probabilité 
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 fixée a priori, soit 
[image: image293.wmf][

]

a

=

<

m

<

b

a

P

.

L'intervalle 
[image: image294.wmf][

]

b

a

,

 est appelé intervalle de confiance et 
[image: image295.wmf]a

 est appelé le coefficient de confiance. Une estimation par intervalle de confiance sera d'autant meilleure que l'intervalle sera petit pour un coefficient de confiance grand.

La donnée de départ, outre l'échantillon, sera la connaissance de la loi de probabilité du paramètre à estimer.

B. Exemple

1. Partie A

Soit 
[image: image296.wmf]X

 la variable aléatoire égale à la dimension d'une pièce, définie sur les pièces en provenance d'une certaine machine.

On suppose que 
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 suit une loi Normale 
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 la moyenne et 
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 la variance des dimensions des pièces de l'échantillon.

a) Calcul de 
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[image: image302.wmf]X

 suit une loi 
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D'où:
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En lisant dans les tables, on obtient: 
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b) Détermination de 
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On a : 
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On a donc:
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 et d'après les tables, on a:
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c) Calcul de 
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 et de 
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On demande maintenant de calculer 
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 et 
[image: image325.wmf]s

 sachant que l'on a observé les dimensions: 6, 7, 4, 5, 8, 7, 6, 4, et 7.

On obtient 
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2. Partie B
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 et 
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 sont maintenant supposés inconnus. On prélève un échantillon de taille 5 où l'on relève les valeurs 7, 6, 7, 4, et 6.

a) Estimation de 
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 par une estimation ponctuelle
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On estime 
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b) Déterminons pour 
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 un intervalle de confiance de 99%
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On centre et on réduit et on obtient: 
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On cherche donc 
[image: image342.wmf]99

,

0

=

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

£

m

-

t

n

S

X

p

, soit 
[image: image343.wmf]995

,

0

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

£

m

-

t

n

S

X

p

, soit 
[image: image344.wmf]604

,

4

=

t

 d'après les tables.

Ainsi
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VI. Tests d’hypothèse

A. Généralités

Le test est un mécanisme qui permet de trancher entre deux hypothèses au vu des résultats d’un échantillon. Ces hypothèses porteront sur des estimations (égalité des variances, nature d’une loi de probabilité,…).

On note 
[image: image346.wmf]0
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 et 
[image: image347.wmf]1

H

 ces deux hypothèses, dont une seule est vraie. L’objet d’un test est de choisir entre ces deux hypothèses.

On résume les possibilités dans le tableau suivant :
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 vraie

[image: image349.wmf]1

H

 vraie
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 décidée
Probabilité de décider 
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 sachant que 
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 est vraie = 
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Probabilité de décider 
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 sachant que 
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 est vraie = 
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 décidée
Probabilité de décider 
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 sachant que 
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 est vraie = 
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Probabilité de décider 
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 sachant que 
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[image: image364.wmf]a

 et 
[image: image365.wmf]b

 sont les erreurs de 1ère et 2ème espèce. 
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 est la puissance du test.

Dans la pratique, on fixe 
[image: image367.wmf]a

 comme donnée.

Avant d'appliquer tout test statistique, il s'agit de bien définir le problème posé. En effet, selon les hypothèse formulées, on applique soit un test bilatéral, soit un test unilatéral. 

Un test bilatéral s'applique quand on cherche une différence entre deux estimations, ou entre une estimation et une valeur donnée sans se préoccuper du signe ou du sens de la différence. Dans ce cas, la zone de rejet de l'hypothèse principale se fait de part et d'autre de la distribution de référence. 

Un test unilatéral s'applique quand on cherche à savoir si une estimation est supérieure (ou inférieure) à une autre ou à une valeur donnée. La zone de rejet de l'hypothèse principale est située d'un seul côté de la distribution de probabilité de référence. 

Certains test comme l'analyse de la variance ou le test du 
[image: image368.wmf]2

c

sont pratiquement toujours unilatéraux

B. Déroulement d'un test

· Hypothèses
Le test consiste à trancher entre 2 hypothèses:
[image: image369.wmf]0

H

, l'hypothèse nulle, et 
[image: image370.wmf]1

H

, l'hypothèse alternative (
[image: image371.wmf]0
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· Statistique de test
la fonction statistique liée au test qui servira a choisir quelle hypothèse retenir.

· Loi de la statistique de test sous 
[image: image372.wmf]0
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Il s'agit de la loi de la statistique choisie précédemment, soumise aux conditions de 
[image: image373.wmf]0
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· Région critique
C'est l'intervalle de valeur de notre statistique de test où l'on rejette 
[image: image374.wmf]0
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· Résolution
On calcule les bornes de la région critique

· Conclusion
On peut finalement conclure, si les données observées sont en région critique qu'on rejette 
[image: image375.wmf]0
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, sinon qu'on rejette 
[image: image376.wmf]1
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C. Test d'adéquation du 
[image: image377.wmf]2
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· Le test d'adéquation du 
[image: image378.wmf]2
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 permet de déterminer si un échantillon provient d'une certaine loi.

· Pour que ce test marche, les classes doivent avoir un effectif minimum de 5. On devra donc parfois procéder à un regroupement de classes.

· Le nombre de degrés de liberté est : (nombre de classes utilisées pour le test du khi-deux – 1) – le nombre de paramètres estimés.
Un nombre de degrés de liberté nul n'a pas de sens. Si le nombre de classes est insuffisant, on supprime un regroupement.

Le gérant d'un magasin décide d'observer le nombre de clients par jour dans son magasin sur 
[image: image379.wmf]30
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 jours:

Nombre de clients par jour 
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Il estime qu'au niveau de signification 0,95 le nombre de clients par jour dans son magasin suit une loi de poisson. Qu'en pensez-vous ?

Tout d'abord, estimons le paramètre de la loi de poisson:  
[image: image382.wmf]x
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Attention aux tableaux et à leurs présentation ! Ici, on n’a pas, pour chaque jour du mois, le nombre de clients (on n’a pas les données "brutes"). Les données on déjà été classées par "nombre de clients par jour".

La moyenne du nombre de clients par jour correspond au nombre total de clients dans le mois 
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On a donc 
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D'autre part, effectuons un regroupement des classes, de façon à ce que l'effectif minimum soit de 5:

Nombre de clients par jour 
[image: image387.wmf]j
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Nombre de jours 
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1. Hypothèses

Hypothèse Nulle 
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: 

"la distribution suit une loi de poisson de paramètre 
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Hypothèse Alternative 
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:
"la distribution ne suit pas une loi de poisson de paramètre  
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2. Statistique de test

La statistique est la distance du  
[image: image395.wmf]2
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 entre la distribution observée et la distribution théorique, soit 
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3. Loi de la statistique de test sous 
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La distance du 
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 suit une loi 
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. Rappelons que le nombre de degrés de liberté est: le nombre de classes – 1 – le nombre de paramètres estimés.

4. Région critique
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On cherche 
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On obtient 
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 d'après les tables.

5. Résolution

On calcule tout d'abord la distance du khi-deux observée:

Tableau de distribution théorique (dans les tables, avec m=2,5)

Nombre de clients par jour 
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Probabilité théorique 
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 selon la loi de poisson 
0,2873
0,2565
0,4562

Nombre de jours 
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Distance du 
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Distance du 
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 partielle
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D'ou la valeur de la distance du 
[image: image416.wmf]2
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 observée (somme des distances partielles) : 1,654

6. Conclusion

La valeur obtenue pour la distance du khi-deux observée (1,654) est inférieure à la limite calculée en 4, qui était de 3,84.

On peut donc accepter l'hypothèse 
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, et dire que la distribution suit une loi de poisson de paramètre 
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D. Série 4 Exercice 2

Une machine fabrique des pièces dont la longueur 
[image: image419.wmf]X

 est distribuée selon une loi Normale de moyenne 
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. On prélève un échantillon de 
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 pièces.

· Déterminer la loi de M, moyenne de l'échantillon

On a 
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 qui suit une loi 
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· Déterminer
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· Déterminer l'intervalle J de centre 
[image: image429.wmf]m

 ayant la probabilité 0,99 de contenir M
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d'où:
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D'où 
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· La machine est déréglée. Elle fabrique des pièces dont la longueur suit la loi 
[image: image435.wmf](
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Dans ce cas, 
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· Après révision, on prélève un nouvel échantillon de 16 pièces, et on cherche à tester l'hypothèse 
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E. Test par intervalle de confiance

1. Enoncé

On va étudier si l'utilisation d'une huile spéciale modifie la vie de moteurs d'un certain type. On désigne par 
[image: image450.wmf]X

 la durée de vie (en milliers de km) d'un moteur.

On suit d'abord 125 moteurs lubrifiés avec de l'huile ordinaire, et on obtient: 
[image: image451.wmf]70
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On suit ensuite 9 moteurs lubrifiés avec de l'huile spéciale, et on obtient: 
[image: image453.wmf]80
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2. Hypothèses:

· Hypothèse Nulle 
[image: image454.wmf]0

H

: 
"l'huile spéciale ne modifie pas la longévité des moteurs" (
[image: image455.wmf]70
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)

· Hypothèse Alternative 
[image: image456.wmf]1
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:
"l'huile spéciale modifie la longévité des moteurs" (
[image: image457.wmf]70

2

¹

X

)

3. Statistique de Test

Nous allons utiliser 
[image: image458.wmf]X

 comme statistique de test, de façon à comparer les moyennes des deux échantillons, pour savoir si la longévité des moteurs à changé.

4. Loi de la statistique de test sous 
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N’ayant aucune indication, on suppose que 
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 suit une loi normale 
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Donc 
[image: image464.wmf]X
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On en déduit la loi de 
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5. Région critique
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Il s'agit d'un test bilatéral. On rejette 
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6. Résolution

On centre et on réduit:
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Par lecture dans les tables, on trouve 
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Soit, 
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7. Conclusion du test

80 n'est pas contenu dans l'intervalle d'acceptation de 
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 qui est acceptée. On peut donc en conclure que l'utilisation de l'huile spéciale modifie la longévité des moteurs.

F. Test d'égalité des variances de Fisher

Une fromagerie reçoit du lait de 2 provenances A et B. Elle veut comparer le taux de matière grasse dans le lait A et dans le lait B. On prélève des échantillons qui sont les suivants:



A: 0,306 – 0,405 – 0,395 – 0,340 – 0,380 – 0,395 – 0,365 – 0,4 – 0,385 – 0,395 – 0,365 – 0,375 – 0,34


B: 0,430 – 0,425 – 0,350 – 0,335 – 0,430 – 0,375 – 0,355 – 0,410 – 0,395 – 0,455 – 0,425 – 0,375 – 0,385 – 0,415 – 0,355 – 0,475 – 0,395 – 0,365

Calculer les moyennes et variances des échantillons. La différence entre ces deux variances est-elle significative au seuil 0,05 ? 

1. Récapitulatif des données

· Echantillon A:
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· Estimations:
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2. Hypothèses

Soit 
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: "les différences ne sont pas significatives entre les deux variances, c.à.d. 
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[image: image497.wmf]1

H

: "les différences sont significatives entre les deux variances, c.à.d. 
[image: image498.wmf]2

2

B

A

s

>

s

"

3. Statistique de test

La statistique de test à utiliser dans ce cas est le rapport: 
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4. Loi de la statistique de test sous 
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5. Région critique


[image: image507.wmf]x

 

f(x)

 

0,05

 

l

 



 INCORPORER Equation.3  [image: image508.wmf]58

,

2

12

,

17

=

=

F

l

  (à 
[image: image509.wmf])

05

,

0

=

a

.
6. Résolution
Valeur observée: 
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. Cette valeur n'appartient pas à la région critique, mais à la région d'acceptation de 
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7. Conclusion

On accepte donc 
[image: image512.wmf]0
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 pour une erreur de première espèce de 0,05. La différence entre les variances des deux échantillons n'est donc pas significative.

G. Test d'égalité des moyennes de Student

On reprend l'exemple précédent, et on cherche à savoir si la différence entre les deux moyennes est significative au seuil 0,05.

Nous avons vu qu'il n'y avait pas de différence significative entre les deux variances 
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 au seuil 0,05. Posons alors 
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1. Hypothèses

· Soit 
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2. Statistique de test
Soit la différence des moyennes
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· On en déduit les paramètres de 
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· On centre et on réduit, et ainsi
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· Cependant, 
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4. Région critique
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5. Résolution

D'après les tables, 
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6. Conclusion

La valeur observée fait partie de la région d'acceptation de 
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. On n'accepte donc 
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