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Chapter 1

No cloning theorem & UQCM

1.1 Introduction

On peut commencer par dire que I'information quantique peut étre représentée
par un état quantique (1, p).

Definition 1 L’état quantique le plus élémentaire (non trivial) est
T/JZCO|O>+01|1> 602 (11)

ou ¢y, 1 €C
lco” + Jer [ =1

- (1) en-(1)

Cet état est appelé un qubsit.

On va constater qu’avec I'information quantique un champ de possibilités
radicalement nouveau s’ouvre par rapport a celui offert par l'information
classique.

On connait par expérience quelques traitements élémentaires de I'information
classique : on peut la copier, la transmettre, la coder...

En revanche, et c’est la un point capital car lourd de conséquences, la
théorie de 'information quantique contient un théoreme, appelé No cloning
theorem, qui montre qu’on ne peut pas faire une copie parfaite d’une infor-
mation de nature quantique.
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1.2 No cloning theorem

1.2.1 Formulation du théoréme

Soit ¢ = ¢q [0) 4+ ¢; [1). On I"énonce trois fois :

1. Une transformation

Y=Y ®Y VY (1.2)

n’existe pas.

. Soit H un espace hilbertien t.q. dimH > 2 et U un opérateur unitaire

définit sur I'espace H. (Rappel: U unitaire = UT = U™!).

Il n’existe pas d’opérateur U t.q.

Ulp @)=y Vo (1.3)

Classiquement, |0) représenterait la "la feuille blanche de la photo-
copieuse”.

. Soit H un espace hilbertien t.q. dimH > 2 et U un opérateur unitaire

définit sur Pespace H. Soit Hyygitisire Un espace hilbertien et ¢;,0,
€ Hyys.

Il n’existe pas d’opérateur U et d’espace H,,; t.q.

Uy @[0)@¢] =y @y @¢; Vi (1.4)

Classiquement, ¢; et ¢, représenteraient respectivement ”la photo-
copieuse avant et apres avoir effectué la copie”.

En bref, ce théoréme nous dit que, si [0) L |1), alors
|0) — |00) est possible

1) — |11) est possible (1.5)
0+1) — [0+1)®|0+1) est impossible
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1.2.2 Démonstration

La démonstration se base sur le principe de superposition. On commence par
démontrer 1’énoncé n°2 (point 1) par Pabsurde, puis que le n°3 peut s’écrire
comme le n°2 (point 2).

1. Hypothese : il existe un opérateur U. On a donc

U: |0)®]0) — |0) ® |0) (1.6)
D ®10) = [H)®[1)

Ainsi, si le premier qubit se trouve dans Iétat ) = ¢ [0) + ¢ |1), alors

= C |00> + |11>

D’ou
U (o [0) + ¢1[1)) @ [0)] # (co |0) + c1 |1)) ® (¢0]0) + 1 (1)) (1.8)

= Contradiction.

L’hypothese est donc fausse, i.e. il n’existe donc pas un tel opérateur
U.

2. Soit ¢; et ¢y indépendants de ¢ et V un opérateur unitaire qui envoie
Hoyy sur Hyyy €6 ¢y sur ¢;. (Comme V' unitaire = VT envoie ¢, sur
¢;). On introduit encore le projecteur P = 1 ® 1 ® |#;) ().

On calcule
PI1V)UP[W®I0)®¢,) =199 ¢, (1.9)

avec

U: v@[0)®@¢; = ) @Y ® ¢ (1.10)
On définit U = P(1 ® 1 ® V) UP. Ainsi

U: HRH®C - H® H® ¢, (1.11)

ou C' est le sous-espace engendré par ¢,.
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Comme

dimU = dim (H® H® C) = dimH  dimH % dimC et dimC =1
(1.12)
alors H ® H ® C est isomorphe a H ® H, d’ou

U:-H®H - H®H (1.13)

Ainsi, le no cloning theorem nous dit qu’il n’existe aucune “machine uni-
taire” capable de faire une copie (parfaite) d’états distincts et non-orthogonaux.
L’intuition nous pousse a croire qu’on ne peut donc rien faire de cette infor-
mation.

1.3 Essai de copie : Mesure d’intensité gamma

On va néanmoins essayer de produire quelque chose qui va dans le sens d’une
copie.
Soit

Y (0) = cos (g) |0) + sin <g> 1) (1.14)
(rappel : ¥ () Ly (6 + )
Sur la sphere de Poincarré, les états ¢ (f) sont représentés par les points

du cercle qui passe par les poles de la sphére symbolisés par |0) et |1). 0 est
I'angle entre les directions définies par les points représentés par |1) et 1 (0).

m

7G)

Soit I'opération U t.q.
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T4y (1.15)
5=

ou |r)y = %(|0>+|1)) = w(g) et v € [O,g] paramétrise la quantité
d’information copiée.

Remark 1 Les vecteurs |0) et |1) dans (1.15) représentent la donnée (input)
qui n’est pas perturbée par l'action de U. Le vecteur |x) correspond a l’essai
de copie. On constate en effet que le vecteur |x) sous l'action de U “bouge”
dans la direction du qubit donné en entrée (input), ce qui signifie qu’un peu
d’information est copié.

Cet “essai de copie” se situe entre les deux cas extrémes suivants :

1 = 0. Cest le cas ou le vecteur |x) ne subit aucune interaction.

y
L’opération (1.15) correspond alors a l'identité.

2. v = 45 . Clest le cas ol la copie est parfaite. A noter que cela ne

contredit pas le no-cloning theorem (c.f. 1.5)

On va maintenant appliquer 'opération U avec comme donnée d’entrée
I'état élémentaire 1) = ¢ [0) + ¢; |1).

Ulcol0) + 1 [1)4®2) 5 =cl0)@ ¢ (E+7) +all)®@¢(5—7) (L16)
= cocos(g + %) 100) + C[)Sin(% + %) |01)
+ clcos(g — %) 110) + clsin(% — %) I11)
- \Ijout

ol U (cp|0) +¢1]1)) 4 ® |2) g € Hasice ® Hpop

On a ainsi calculé I’état de sortie ¥,,; de la “machine” U pour un input
correspondant a 1’état élémentaire. Cet état appartient a I’espace de Hilbert
H jice ® Hpop. Quel est I'état du systeme d’Alice? Celui de Bob?
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1.3.1 Etat du systeme d’Alice
L’état du systeme d’Alice est donné par la matrice densité réduite définie par
pA = TTB (P‘pout) (]‘]‘7)

On pose ¢y =cos (% + %), Sy :sin(g + %) et . = cocy |0) + e |1), @, =
cos+ |0) +crs_|1).

pa =Trp(le.®[0)p + 0, @ [1)p) (0. @ [0) g + ¢, ® [1)]) (1.18)
=Trp (Py, ® Poy, + 2.} (2,1 @ [0) (1]
+175 (J9,) (el @ 11) (Ol + Py, ® Py, )
= P, Tr (Poy,) +100) (0, - 0+ 0g) (wel - 0+ P, Tr (P,
= (coc+ [0) + ere 1) () + (cosy [0) +ers [1)) ()]
_ ( eoc* +leossl” eoctese +eacisy s

crcieqc +ecises. e P4 Jes_|?
B o] coctcosy
T\ ageosy

(A noter que p, est normalisée, i.e. Tr(p,) = 1)
Si on se place aux deux valeurs limites de l'angle v, la matrice densité
réduite p, devient :

1. Siy=0=

2 ¢
pu = ( o™ coc] ) (1.19)

2
sk

cper el
= Leo|0)+c1]1)

donc toute I'information de I'input est dans le systeme d’Alice (= U = 1).

pa = ( |Cg|2 ! > (1.20)

2 |Cl|2 2
= |co|” Poy + |e1|” Py

2. Sivy=7% =

c’est-a-dire qu’il ne reste qu’'un état de mélange statistique. L’état en
sortie a en quelque sorte perdu de sa pureté (# projecteur).

La discussion des cas limites en considérant les vecteurs de Bloch de-
vrait apporter une compréhension plus intuitive du phénomene. Un petit
commentaire de ces résultats est apporté dans la partie consacrée a Bob.
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Vecteur de Bloch

Il est possible de se représenter 1’état du systeme d’Alice par un rayon dans
la sphere de Poincarré en calculant le vecteur de Bloch M 4. On a par
définition

M =Tr (%)) (1.21)
Dans notre cas, ﬁ Atice S€ détermine donc comme suit

M atee = Tr (T p,) (1.22)

=T7r(02pa, Oypa,T2P4)

{50 o (8 oo 5 )

(crch + coc}) cos, i (eacy — coct) cosy, [eol” — e )
= (mycosy, imycosy, m,)

ol le vecteur
= (0163 + oty erch — eoct, ||’ — |01|2) (1.23)

correspond a l'information du systeme total.
Le calcul du vecteur 771 est expliqué dans la remarque ci-dessous.

Remark 2 Soit le qubit
ou c¢g,cq € C
lcol* + i |* = 1

Le vecteur T est calculé en projetant i dans la base des matrices de
Pauli.

it = (), = (low ), (], 1), (W] o, [4)) (1.25)

On explicite en détail le calcul de la composante m, . Les deuz autres se
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déterminent de maniere similaire.

= (U] 0 1) (1.26)
= {co[0) + 1 [1) 0 [0) + 1 [1))

" 1(23 0[5 ) == (1)
= [c5 (10) + ¢} (01) [ ( I )2”1 ( (1) )l

= |CO|2 -0+ CSCl + CTCU + |Cl| -0
= ¢yc1 + Cco

Finalement, on obtient

= (0361 + Ciey, 16 — coct, ||’ — |01|2) (1.27)

1.3.2 Etat du systeme de Bob

On garde la notation ¢y et sy déja définie et on pose ¢, = cocy |0) +cos4 |1)
et ¢, = cic_|0) + ¢1s_ [1). Avec des calculs similaires a ceux effectués chez
Alice, on trouve dans le systeme de Bob

pp =Tr4s(Py,,,) (1.28)
=Trg (‘|O>A ® ey + 1) 4 ® 90c1> <|0>A ® Pe, + 1) 4 ® 0, )
= (cocy [0) + cosq [1)) () + (cre— 0) 4+ ers— 1)) (-.)]
= leol” Py (z40) F lerl* Py(5)

Les deux cas limites donnent chez Bob :
1. Siy=0=

|C[)| P( )—|—|Cl| P ) (1'29)
= |Co| P% o)+ t |Cl| Pﬁ(\0>+ll>)

- (|00|2 +lai) (31100 + 1) (0} + 1)
( ) (0] + 1 |0) <1|+1|1>(0|+1|1><|)

(1)

z)

I
v
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c’est-a-dire qu’aucune information n’est disponible dans le systeme de
Bob (= U =1).

2. Siy=7%=

pp = |CO|§P¢(0) T+ |012|2P¢,(7r) (1.30)
= |co|” Poy + |c1|” Py

([ lel® 0
~\ 0 o1 |

= Pa

Bob a fait une mesure idéale o, sur le systeme d’Alice.

Dans le cas général, ol v est quelconque, on dit que Bob a fait une mesure
d’intensité v sur Alice.

Vecteur de Bloch

On calcule le vecteur de Bloch pour Bob

M pay = Tr (0 )

(1.31)
pp = |col” Py(z1y) |01|2P¢(g_7) (1.32)
Po(sa) = } (5£7)) (v (5:£9) (1.33)

¢+ [0) + 51 (1)) (cx [0) + s+ [1)]
= c210) (0] + c52 [0) (1] + exs4 [1) (0] + 52 [1) (1]

B kL ciss
C+S+ 2

Sy
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avec encore une fois c4 zcos(g + %) et sy :sin(g + %) Ainsi

Vo =Tr [7 (ol Pygzio) +leal Pogs ) )
=l Tr (PP + o Tr (P Py

_ |Co|2 Ty (( C154 ... ) , ( —1C1 54 = ) , ( o - >>
ce €4Sy (o . —SY

+ e P Tr ()

= |co|? (20+s+, 0,c% — si) + |y (20,8,,0, - 53)

= |cof” (sin (% + ’y) ,0, cos (% + ’y))

+ e (sin (% — 7) ,0, cos (% — 7))

= |co|? (cos, 0, siny) + |e1|” (cosy, 0, —sin (7))

= ((leol® + le1]*) 05,0, (Jeo[* = |es|*) sin7)

= (cosy, 0, m,siny)

(1.34)
Finalement, on peut constater que Bob n’a la possibilité de lire de I'information

que dans la direction Z, et plus cette information va chez lui plus I'information
d’Alice est perturbée sur les directions 7 et g (c.f. équation 1.22). Les
vecteurs ﬁ Alice €t M Bob SONt intriqués.

1.3.3 Résumé

On a essayé de faire une mesure d’intensité v ouy € [0, g] . On a construit un
passage continu du cas extréeme v = 0, qui correspond a zéro perturbation et
zéro information copiée, a I'autre cas extréme v = 7, qui correspond environ
a une mesure idéale avec 100% d’information copiée sur o, (ou I'information
sur les directions Z et § est perdue).

1.4 Universal Quantum Cloning Machine (UQCM)

1.4.1 Introduction

On trace tres brievement en guise de fils conducteur les grandes lignes de cette
partie. Jusqu’a présent, on a vu avec le no cloning theorem une des propriétés
fondamentales de I'information quantique, a savoir qu'un état quantique in-
connu ne peut pas étre cloné. Supposer qu’'un état pur quantique p peut
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étre cloné conduit a une violation de I'unitarité de la mécanique quantique.
Compte tenu de cette situation, on a tout de méme essayé de construire un
procédé qui va dans le sens d’une copie (mesure d’intensité ). Le résultat
obtenu est celui d’'une copie imparfaite, intriquée avec 'original.

On voudrait maintenant connaitre le clonage le moins imparfait que 1’on
peut espérer faire. Dans ce but, on commence par définir une cloneuse quan-
tique universelle (UQCM). A partir d’un état initial ¢;,;,,, € C?, cette “ma-
chine” fournit en sortie deux états intriqués de matrice densité p,z dont la
qualité est définie par un facteur de contraction 7. Ainsi, connaitre le clon-
age le moins imparfait possible revient alors a répondre a la question : quelle
valeur maximale peut prendre le facteur n? En se basant sur 'hypothese de
la théorie quantique selon laquelle il n’y a pas de “transmission instantannée
de linformation” (appelée signaling) et sur celles attachées a la UQCM,
on arrive a une expression pour p,p qu’il suffit ensuite de diagonaliser pour
tomber sur la condition qui détermine justement la valeur maximale que peut
prendre 7. Finallement, on va étudier une cloneuse qui permet d’atteindre
cette valeur (cloneuse Hillery-Buzek).

1.4.2 Définition de la UQCM

Soit
1+m-0 p, = L@
P%‘m‘tial = 2 — UQCM ~ Pan - { P — _]l+gZWZ-?
avec 1 € [0,1]

La UQCM affecte tout état initial 1;,;,,; = |7) € C? de maniere iden-
tique (d’ou la qualification Universal), a savoir que la direction dans laquelle
pointe I'input n’a pas de répercussion sur son clonage. En effet, on constate
que le facteur n est un facteur de contraction indépendant de l'input. Il
change la longueur du vecteur initial, mais conserve sa direction.

Ce facteur est lié au au fait que p, et pg ne peuvent pas étre deux copies
d’une qualité parfaite (c.f no cloning theorem), ce qui signifie que p,5 n’est
pas un état pur (i.e. un projecteur), mais un état de mélange.

On remarque que n = 0 donne deux probabilité de % (par exple. un qubit
dépolarisé) et n = 1 est impossible, comme déja mentionné, car refusé par le
no cloning theorem.
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Base de la matrice densité

On a vu que pour un qubit € C? la base d’un opérateur agissant sur ce qubit
est donnée par {1, 7} Donc, pour deux qubit € C? ® C?, la base d’un
opérateur agissant sur ces qubits devient

(1,7}e{1, 7}~ {11,197, 7 @1, 77} (1.35)
Ainsi, de maniere générale,
1
pan =7 (n®n+nm-?®n+nﬂ®m-?+ > tijai®aj) (1.36)
1’7]:x7yﬁz

avec t;; € C
|7t) € C? vecteur normé
De cette expression, on peut extraire

pa =Trp(pan) (1.37)
=1 (21 + 29t - &)
=5 (L4t - )
et
pp =Tra(pap) (1.38)
=l +nm- )
Remark 3 A noter que s’ il n’y a pas d’intrication, i.e.
PaB = Pa® Py (1.39)
alors
1,]=2,Y,2

1.4.3 No-signaling
On consideére la situation suivante
<7

C g 7? probabilités PD
[ 7% | Source %@ = P

C
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Dans son systeme, D constate les probabilités Pp et 1 — Pp dans ses
détecteurs. Sans perte de généralité, on suppose que D sait que C' mesure
soit dans la direction o, soit o,.

En raisonnant par ’absurde, on suppose que la probabilité Pj, est différente
selon que C choisit o, ou o, = Alors on aurait “une transmission instan-
tannée de I'information”, appelée signaling (car supposons que Pp (af) =0,

PD (O’ZC) = ].)
La théorie quantique prédit le no-signaling. En effet, elle est protégée du
signaling par 'argument suivant

e Soit 1)) € Ho ® Hp (dimHe et dimHe arbitraire) et soit

[¥") = Uc () @ 1) [¢h) (1.41)

i.e. C effectue une rotation de sa mesure et D ne fait rien

= On veut que
pp =Tre ([¢) (¥]) = Tre (19) (¥')) (1.42)

e Preuve de 'argument (1.42) : La trace est invariante sur l'action d’une
opération unitaire.

Ainsi, comme la trace est la méme quelle que soit la base, quoique C fasse
de son coté, D ne s’appercoit de rien du sien.

1.4.4 La PQCM permettrait le signaling

On considere la situation suivante

A | probabilités
Pe babilité L4 P=P erf ect -
prooaoviiites C A
{ 1-P } = <_ Source —| PQCM probabilités
: : E s

B

Par exemple, soit a la source ’état singlet (invariant de rotation), alors

(7)Y |=7) = |=7) 7)) =5 (12)|=2) = |=2) [2)) (1.43)

1
V2 () |—) — |~ [))

S-S
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Si on suppose que C mesure dans la direction o, alors

C: Oy D
PQCM
Pe=1 o) = |-a) TSN o), ), (1.44)
1 PQCM
1-Po=35 |-2)—= |+z) = |+2),|+7)p
Ainsi
PD = PaB (1.45)

=1 (|=2) 4 |-2) g (| 4 (~7|p)

+3 ([42) 4 [+2) 5 (+2] 4 (+2]p)

ou l'indice z se réfere a la mesure faite par C. Ce qui donne (c.f. remarque
ci-dessous)

1
pap =7 (La+ 0, ®0) (1.46)
De facon similaire, si on suppose que C' mesure dans la direction o,, alors
o = pas (1.47)
- i(]l4+0.z®o-z)

Finalement, on remarque que

PD # P (1.48)

ce qui est en contradiction avec l'argument (1.42) qui montre que la trace
partielle est indépendante du systeme ou elle s’applique.

Remark 4 Pour arriver a (1.46), on pose
0) = |4+2) et |1) =|—2) (1.49)

états propres de o,.
De plus, on rappelle que

1
) = 5 (0) £ 1) (1.50)
et on signale que
0) 0 = 5 (#+02), 1) (1] = 5 (1~ o) (151)
0) (1] = 5 (2 + i), [1) (0] = 5 (00 — i) (152
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1.4.5 UQCM & No-signaling
On consideére la situation suivante
A | probabilités
probabilités ?'Z g TOCH
L TETR [P e Source — probabilités
5 e
B
On impose la condition de no-signaling, a savoir
PD =P (1.53)
ol les indices z et z se réferent a la mesure faite par C.
On utilise la notation
p (7)) (1.54)
qui signifie qu’on rentre avec |m> et qu'on regarde le résultat.
Donc, avec cette notation
- 1 1
PaB = ipout (|+‘T>) + ipout (|_l‘>) (155)
et
; 1 1
PaB = ipout (|+Z>) + ipout (|_Z>) (156)

On utilise les hypotheses attachées a la cloneuse :

e Elle est symétrique

Pa = PB (1.57)
= (L +nnt - )
=la forme la plus générale pour p,p5 est
pap (1) =L+ (- T)@1+10 (W 7))  (1.58)
+; ¥ toi®o;

i?j:x7y)z

avec t;; € C.

e Elle est universelle
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Remark 5 On rappelle que ¥ U € SU (2) 3 une rotation R € SU (3)
t.q.
Unt- U = (Rm) @ (1.59)

c’est-a-dire qu’a toute opération unitaire, on peut associer une rotation

de .

donc
p(U|t)) = p(|R7)) (1.60)
=U ® Upout (|m>) UT ® UT

ce qui revient a dire que faire une rotation du vecteur m puis une
réduction de 7 équivaut a d’abord faire une réduction de n puis une
rotation de 771.

Par conséquent, si on suppose que

Rt = (1.61)
A savoir que R est une rotation d’axe 7t, alors
pout(|m>) = U®Upout(|m>) UT@UT (162)
= pap (|7))

ce qui signifie que si, par exemple, m = 2, alors on peut choisir 7 et
y arbitrairement dans le plan perpendiculaire & Z. Dans 'expression
(1.58), ce résultat a pour conséquence de faire tomber les coefficients
ti; pour lesquels soit 4, soit j, vaut z.

D’ol, pour 7 = Z (pas immédiat)
T+, @14+ 1®0,) + 0, Q0,) (1.63)

%(tL (0s ® 0y + 0, @ 0y))
n (tay (0, @0y — 0y ® 04))

pap (|+2)) =
+
+

avec t) =ty = tyy.

Remark 6 On peut faire le test x' = Tcosp + ysing et x' = —Tsinp +
ycosp et constater que p,p reste la méme.
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Avec ce qui précede,

Pout (1=2)) =00 ® 0upy (|42)) 02 @ 04
= pap (1-2))

(rappel : ol = 0, et 0, |[+2) = |—2)).

On a maintenant tous les ingrédients pour écrire la no-signaling condition
(1.53)

S0an (420) + 5pam (-2)) = 3o (o)) + Span (1-2)  (164)

ol p,p (|£x)) s'obtient de p, 5 (|£2)) en changeant z — z;2 — y;y — 2.

Il suffit d’égaliser les différentes parties des matrices pyp (...) de (1.64)
pour tirer la condition recherchée :

® 0. @1 +n(-0.)@1 =700, @1 +7(~0,) @1 =0

L tzzaz Ko, + tzz (_Uz) ® (_Uz) = tzxam ® o, + tII (_Um) ® (_0.517) =

by, =ty

On trouve ainsi que

t,=t,, =t (1.65)
Finalement, UQCM et no-signaling donnent

L+, @1+1®0,)+10 ® ) (1.66)

pag (|+2)) =
+1 (toy (0, ® 0y — 0y ® 0,))
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1.4.6 Détermination de éta

On commence par écrire p 5 (|4+2)) en explicitant les matrices
1000 200 0 0001
dpg (1+2)) = 0100 +n 000 O 4y 0010
0010 000 O 0100
0001 0 00 =2 1000
0 00 -1 10 0 0
4t 0 01 O 4y 0 -1 0 0
0 1.0 O 0 0 -1 0
-1 0 0 O 0 0 0 1
0 0 0 —i 00 0 —2
4t 0 0 2 0 100 = 0
v 0 — 0 0 02 0 O
¢t 0 0 O ¢t 0 0 O
(1.67)
Ainsi
1420+ 0 0 0
1 B :
pag (|+2) = 1 8 9 (tl_ Z;y) . (tltlixy) 8 (1.68)
0 0 0 1— 2+t

Comme p, 5 (|42)) doit avoir les propriétés d’un état, elle doit étre nor-
malisée, self-adjointe, et non négative (rappel: valeurs propres non négatives
= probabilité > 0). Les deux premieres conditions sont vérifiées et la derniére
va nous donner la condition recherchée sur 7.

On calcule donc les valeur propre de (1.68). On remarque que 1+ 21+t
et 1 —2n+t correspondent déja a deux des valeurs propres. Les deux autres
s’obtiennent en diagonalisant la matrice

Lot 2t ity
(2(15—%) 1t ) (1.69)

On arrive alors aux quatre conditions suivantes

1+2p+¢>0 (1.70)

et
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1—t+2,/2 4+, >0 (1.71)

qui doivent étre satisfaites par n dont on veut trouver la valeur maximale.
Pour maximiser 7, on voit par (1.70) qu’il faut choisir que

n<s([1+1) (1.72)

N =

ou t est maximum.
Pour estimer la borne supérieure de ¢, on doit poser dans (1.71) que

Ces deux conditions se ramenent alors a

1
1—3t2()et1+t20:>t§§ (1.74)
La condition qui détermine les valeurs que peut prendre 7, est alors
obtenue facilement en posant ¢ = % dans (1.72). Finalement, on trouve
que
2
n < 3 (1.75)

On peut se poser la question suivante : Existe-il une cloneuse qui fournit
en sortie des copies avec un facteur de contraction maximum, a savoir avec

Nmaz = %? Réponse : oui, la cloneuse Hillery-Buzek.

1.4.7 Cloneuse H:llery-BuZzek
Soit la transformation
U:C%20C42002, - CAe 0% C% (1.76)

définie comme

U 1000 450, — /2 1000) 4 50s + /% (101) 5 +110) 4 5) @ 1), (1.77)
1100) s —> /2 111 450 + /2 (101) 15+ [10) 1) @ [0),

qui décrit la cloneuse Hillery-BuzZek permettant d’atteindre la qualité max-
imale d’une copie en mécanique quantique. Les espaces C%, C% et C3,
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représentent respectivement les espaces de l'input, du registre (la copie) et
de la machine.
On affirme que

U ®[00)5,) = /204 @5 @y (1.78)
i (La® s +vie ) ® (Vi)
ol
¥ = ¢y |0) + ¢1 |1) normé, ie |eo|* + |er[* =1 (1.79)
Pt =¢510) + i |1)
vt =0y = e 1) = (v | ') = ciei — ci (=) =0
(v) =elo) = ety = (01"
Afin de vérifier que cette affirmation est correcte, on controle la linéarité
de la transformation U, c’est-a-dire que U doit satisfaire

Ul(athy + B1s) ©[00)] = aUy, @ [00) + SU, @ |00) (1.80)

Pour cela, on doit trouver que chacune des composantes de la base vérifie
I’égalité de I’affirmation.

e Coefficient |000) :

L’égalité suivante doit étre vérifiée

(000] U (¢ [000) + 1 [100)) = (000 (/20 ® ¥ @ )

+(000] (\/§ (v @ v +vt @) o (v!))
(1.81)
En se référant a la définition (1.77), la partie gauche de (1.81) donne

(000] U (co [000) + 1 [100)) = (000 cp (1/21000) + /% (J011) + [101)))
+(000] 1 ((/2]111) + /2 (010) + [100)))
:CO\/g—FC()'O—'—Cl'O—'—Cl'O

(1.82)
En se référant a la définition (1.77) et a (1.79), on n’explicite dans le
calcul de la partie de droite de ’égalité (1.81) que les coefficients |000)
des états produit tensoriel formés par les ¢, ¥ et 1)* puisqu’ils sont

les seuls a ne pas s’annuler avec le vecteur bra (000].
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Pour des raisons de lisibilité, on pose

I = (000] (f [y f (Joutut) + ww») (1.83)

Ainsi

~
Il
s

000] [1/Z (co 10) @ ¢y 0) @ ¢ |0))] (1.84)
00| [\/g (co [0) @ ¢ |0) + ¢ |0) ® ¢ [0)) ® ¢4 |0>]

ool + /3 (coc} + cieo) e

coleol® + /% (2lesf eo)

co (eol” + ler|*)

Co

+
=)

[

L’égalité (1.81) est donc vérifiée.
e Coefficient |001) :
Egalité a vérifier

(001] U (co [000) + 1 [100)) = (001] (/20 ® ¥ @ v*)
+(001] (/2 (v @ vt + vt o v) @ (v*))

(1.85)

Partie de gauche de (1.85)
(001]U (o [000) + e1 [100)) = (001] eg (/2 1000) + /2 (011) + [101)))
+( 01|c1 (/2 111) + /2 (j010) + [100)))
(1.86)

Partie de droite de (1.85). Pour des raisons de lisibilité, on pose

= (001 (f [y f (Jowtet) + \w%wﬂ)) (1.87)
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Ainsi

I' = (001] [/2 (c [0) ® o [0) @ ¢ [1))] (1.88)
+ (001 [\f (co |0y ® €5 10) + ¢ [0) ® €0 [0) @ (—co) |1)]
= /2ol i + /% (coct + cico) (—co)
= V2o’ = /3 (210l )

L’égalité (1.85) est vérifiée.
e Idem pour les autres coefficients

On a donc montré que la transformation U est linéaire.

Pour finir, on va calculer la matrice densité partielle p,5, dont on extrait
ensuite p, et pg, pour constater que la cloneuse Hillery-BuzZek décrite par U
offre la meilleure qualité de copie possible en mécanique quantique.

Le calcul de p,p s’effectue en faisant la trace de p,p,, sur 'espace de la
machine. Comme dans cet espace on trouve les états orthogonaux [¢*),, et

w*L>M, la trace en question vaut (c.f exercice)

pap =Tru (U |¢00> (00| UT) (1.89)
= P¢®¢ + P 1 (veut+vten)
= 3 Pyooy + EP @Yty eyp
Ainsi
pa =Trp(pas) (1.90)
= 2Trp (Pyoy) + 1Trp <P1 (

—2p, + 55 s (Py+Pyr)

¢®w+w®¢)>

:2P¢—|— 1
:§]l+m —i—é]l
=1 (1+2nl-7)
= PB

ou on utilise également le fait que dans I’espace de Bob les états [¢)) 5 et ‘¢L>B

sont orthogonaux. Dans (1.90), on constate que le facteur de contraction vaut

- _ 2
bien 7,,,, = 5.
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On ne peut pas faire de meilleure copie en mécanique quantique que
celle que ’on vient d’étudier sinon on est en contradiction avec le principe de
superposition, le fait qu’il n’est pas possible de communiquer de I'information
plus vite que la lumiere et les inégalités de Heisenberg.

D’ailleurs, on va montrer qu’effectivement la cloneuse Hillery-BuZek sat-
isfait ces inégalités.

Cloneuse Hillery-BuZek en accord avec les inégalités d’Heisenberg

On considere la situation suivante

proba_b)ilités { i—i }
winput - A e, 1
proba_b;lztes { —l—]_ }

Dans ce cas, on voit qu’il est possible de mesurer en méme temps deux
grandeurs incompatibles, i.e. [0, 0,] # 0. Pour comprendre cela, il faut voir
que cette mesure n’est pas idéale, mais partielle. En effet, elle n’est effectuée
que sur une partie de I'information totale.

e Quelle est la probabilité de trouver +z ?

Prob (+z) =Tr (P‘iz> : pA) (1.91)
=Tr [% (1+o,)- ( %W 7)]
= 1Tr [(]l +0,)- ( %W )]
=1Tr |11+ 2171 - @ + 0.1 + 20,7 - 7|
=1Tr (1 + 20 - 0 £ 0. & Im.1)
=1 (240£0+ 2m.2)
(1i gm)

N[

D’ou, par exemple,

Prob(+z) =

Prob(—z) = (1.92)

SimZ:+1:>{

[N = [

(la fidelité) }

ainsi, méme si m, = +1 (i.e. ¥;,,,, = |1)), la probabilité de trouver le
résultat —1 est non nulle, elle vaut é.
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e Quelle est la probabilité de trouver +z 7

Prob (+z) =Tr (P\ifv) : pB) (1.93)
=Tr [% (1 +o0,)- (%P@b + é]l)]
=177 (12P,) + 377 (131)
T (20, 2P) + 3T (£0,41)
=1[2(1), + 1+ 2 (o), +0]

1 (1 + %mx)

On fait cette expérience un grand nombre de fois et on regarde la moyenne
des résultats mesurés en z que l'on note Mean (z). On peut ensuite avec cette
moyenne déterminer I’écart quadratique A? de la maniére suivante

A? = Mean ((iz)Z) — (Mean (+2))” (1.94)
= (+1)*Prob(+2) + (—1)*Prob(—2)
— ((+1) Prob (+2) + (=1) Prob (—2))

=1 (3m.)

et par symétrie

2 2
A2 =1- <§mx> (1.95)
Finalement, on arrive a I'inégalité
AZ-AZ =1—3(m2+ ) + 2m2m?2 (1.96)
4
_1
— 4 (5+4 )
> m?

Y

On rappelle que les inégalités de Heisenberg s’écrivent
Ao, - Aoy > m, (1.97)

avec Ao, = (07), — (aﬁi
my = $[([o2,04]),,
Il faut noter que les inégalités (1.96) et (1.97) ont des significations

différentes :
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e (1.96) illustre qu’il n’existe pas de mesure conjointe de o, et o, t.q. la
statistique des résultats ne soit pas en accord avec (1.97).

e (1.97) montre d’autre part qu'il n’existe pas d’état ¢ dans ’espace de
Hilbert t.q.

Ao, - Aoy > (0y) (1.98)

¥

En guise de conclusion, on fait la remarque suivante. Dans la théorie,
une mesure est égale a un projecteur. En pratique, on arrive presque jamais
a atteindre ce résultat. Ce qu’on vient de voir ici va dans ce sens.

Cloneuse Hillery-Buzek et résultats conjoints

Dans ce qui constitue la derniere partie de ce chapitre, on se penche encore
sur la probabilité des résultats conjoints Prob(+z& + x) et ainsi on montre
qu’il y a intrication entre p, et pp, c’est-a-dire que

Pap # Pa® Pp (1.99)

La probabilité recherchée s’obtient en calculant

Prob (+z& +x) =Tr (P|+z> ® Py - pAB)
=17 | Pyz) ® Py - <§P¢®w +3P1 (wwﬂw%w))}
=Tr |5 (1+0.)® 3 (1 +0,) - 2Pyey|
Ty {% (1+0,)®L(1+0,)- %P%@WWLW)]
=35 (1 (02)y) 5 (1+ (),

H G+ 1,00+0.013+0.@0,))
3

=21 (14+m,) L (1+my)
+%<i(]l4+]12®Ux+0z®]l2+az®am)>

25 (veyt+ytey)

75 (vevt+utey)
(1.100)
avec ) = ¢ |0) + ¢; |1) normé, i.e |¢o|” + |ei]” =1
Ut =i |0) = |1)
m = cher + coct, cger — coct, |co|2 — |cl|2) (c.f.1.27)
On explicite séparément le calcul des termes compris dans (...)

=5 (vevt+ytey)
de (1.100) :
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e Terme (0, ® 1)

25 (veyt+ytay)

On pose pour des questions de lisibilité

L= (b0t 400 o L put +te)  (L10)
Alors

I =4(p"¢lo. @ty |pte) + L (v y|o. @t upt)  (1.102)
+1 (Yvt|o. @ 1o [ ) + § (vt 0. @ 1o [ugt)
= —3m. + 040+ 3m,
=0

(c.f. la remarque ci-apres pour plus de détails de calculs)

e Terme I' = (0, ® 0,)

25 (vevt+vtey)

I =1{¢ |0, @0 | 0) + 1 (v Y|0. @ 0s
+5 (V| o @ o |9 ) + 5 (vt 0. @ 0
= 1 (—m.) my + 3 (2c0¢1) (i} — cich)

5 (2¢5¢t) (er1c1 — coco) + 3m (—my)

_ 2 . 2 . 2 . 2 .

= —m,m, + (|01| coct — |co 0001) + (|cl| coer — ool cocl)

= —m.m, + coc; (|ea]® = Jeo|?) + cer (leal” = |eof”)

= —m,m; + (coc; + cjcr) (—my)

= —2m,my,

Yyt
Yyt

—

(1.103)
(c.f. la remarque ci-dessous)

Remark 7 Dans le calcul des expressions (1.102) et (1.103), on a utilisé
pour o, les résultats suivants

&1

wloeor = (5 5 ) () (L104)

= |00|2 - |01|2
=m,

(#*]o

Yy =—m, (1.105)
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(wlo.v*) = (e (&)

= 2¢yc;
c
(641021 8) = (er, —co) ( . )
= 20001
et pour oy,
k k C
wloel) = e (¢ )
= My,
<1/)L‘ Oz 1/)L> = —My
® % =
<1/) |Um| ¢L> = (COJCI) ( CTO )
= cjc] — ¢
L _ C1
(64 02l ) = (er, —ca) ( " )
= C1C1 — CoCy
Finalement

Prob (+2& + ) =

Prob (+z) Prob (+z) =

#Prob

31

(1.106)

(1.107)

(1.108)

(1.109)

(1.110)

(1.111)

(1.112)

(1.113)

Donc les probabilités sur A et B ne sont pas indépendantes, il y a donc

intrication, i.e. (1.99) est vérifiée.
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Chapter 2

The controlled-NOT gate

2.1 Introduction

Le controlled-NOT gate ou CNOT (ou encore XOR) est la transformation a
la base des circuits quantiques. Son utilité est en quelque sorte comparable
a celle du transistore.

Definition 2 Soit l'opérateur unitaire U, représentant la transformation a

deux qubit CNOT

U, = [11) (10| + |10) (11| + |00) (00| + |01) (01| (2.1)
Ainsi, on trouve que
U, : |00) — |00) (2.2)
|01) — |01)
|10y — |11)
|11) — |10)
ce qui revient a
Uy :lo,w) = |o,0 ®w) (2.3)

avec o,w € {1,0}
@ ['additivité modulo 2

Dans la définition, le premier qubit est appelé le controle (source) et le
second la cible (target). L’opération du CNOT consiste comme on le voit, a
inverser la cible si le controle est dans ’état |1) et laisser le controle inchangé.

Un théoreme montre 'importance de cette opération.

33
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Theorem 3 Soit la transformation unitaire
U:(c?)” = ()" (2.4)

Alors toute transformation U peut étre réalisée a l'aide de (beaucoup) trans-
formations U, et de rotations a 1 qubit.

Cette opération est symbolisée par le schéma suivant

o ]

(i3] Pl mE T

2.1.1 Exemples

1. On place au controle le qubit élémentaire 1) = ¢y [0) + ¢1|1) et a la
source |0). Alors

-:'0|0 :H-Cl|]>

} on[00 et 1)

0 A5
(co]0) + 1 1) @ 0) B ¢ |00 + ¢4 [11) (2.5)

On part ainsi de ’état non intriqué en input ¢y |00)4¢; |10) et on trouve
en sortie I'état g |00) 4 ¢; |11), qui lui, est intriqué .

2. Soit la situationou on note les transformations U, par C; avec i = 1, 2.

G

.:'0|0}+cl|1}
0}

Sb
=

-,
L
2
=
1
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On fait le calcul

100 4 100) S |00)
¢ |0) +c1(1))®|(0) = = 10)®(cy |0) + 1 |1
(€10) + 2 [0 { 10 S 11y S oy (= S l0) i)
(2.6)
On remarque qu’il y a simplement permutation entre le controle et la

cible.

3. Soit le swap ot 1 = ¢y |0) + ¢1 |1) et p = ag |0) + a1 |1) sont deux états

Cl CE C3
Wy 7 i
WL
tp i iy
o o

quelconques. En entrée, on a
1 ® ¢ = cpag [00) + coaq |01) + crap [10) + c1aq |11) (2.7)

Pour chaque |o,w) (o,w € {0,1}) de (2.7), le passage dans le swap
donne

o,w) B |o,wd o) (2.8)
& lo® (wdo),wd o)

%||a@>(w®a),w@0@(U@(W@U)»

ainsi en sortie on trouve

aoCo |00) + arco |10) + agey [01) + areq [11) = p ®@ ¢ (2.9)

A la suite de ces exemples simples de combinaisons de CNOT, on va en
étudier de plus compliquées qui offrent des propriétés intéressantes.

2.2 Exemple de processeur quantique

Soit la transformation Wavec o,w,& € {0,1}.
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C, c, C, C,
4o O o)
Bl | o)
c:[g) o o)
W
Le calcul donne
lo, w, &) 4 lo,w o, &) (2.10)

% lo,w® o, o)
%|aEBwEBJ,wEBU,§EBa>:|w,wEBa,§EBa>
Blodtdo,wdo, Do)

d’ou on vérifié que
Wio,w,§) =lwel@o,wdo,{®o) (2.11)
Le but va étre de montrer que ’on peut considérer le canal A du pro-
cesseur W comme l'input et les canaux B et C' comme le “programme”. Ce

faisant, on va voir qu’en sortie on obtient un output sur deux canaux et un
canal que I'on peut interpréter comme du déchet.

2.2.1 Exemples d’input

1. Soit I'input

A ) =¢|0) + 1 ]1) (2.12)
et
BC:|p*) = % (100 +]11)) (2.13)

ou I’état ‘¢+> est un état de Bell.
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On calcule

4 (|¢>A ® ‘¢+>BC)

7 (coWW |000) + oW |011))
% (1 W [100) + ¢, W [111))
(C[) |000) + ¢o |011) + ¢1 |111) + ¢4 [100))
@ [6)
(2.14)
ce qui signifie que I’état [¢) , ‘¢+> est un état propre de W. Ainsi,
avec cet état comme input, W n’est rlen d’autre que l'identité.

2. Soit 'input
A ) = ¢ |0) + ¢ |1) (2.15)
et
B:|0) (2.16)
C'tle) = 2= (10)+11) (2.17)

On calcule

W (|, 0,x>ABc) — L (coW|000) + oI [001)) (2.18)

(01W 1100) + ¢, W [101))

= (o |000) + ¢ [101))

(c1 111) + ¢, W |010))

51004 (c0]0) 5 + 1 [1)5) [0)
|> (c0]0)p +c1|L)p) D¢
)5 |75 (1004100 + [1)4 1))
p®[07)

_|_
ﬂlwﬁlwﬂw

EE

Pour résumer, on a donc en considérant (2.14) et (2.18) que

@l6) . B lhaelet), (2.19)

et
)4 ®10)5 @ [2)¢ = [} @ |67) (2.20)

Alors, on obtient

O)a (o) +810,2), . % aliy |67, + 810N lo%)  (221)
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avec a, f € R ou l'output

Uour =« |1/)>A ‘¢+>BC +5 |w>B ‘¢+>AC (2.22)
= L ar[eo (1000) + [011)) + €1 (|100) + [111))]
+258[co (000) +[101)) + ¢; (J010) + [111))]

est normalisé si 'input ¥, 1’était étant donné que la transformation W est
unitaire. On trouve la condition de normalisation de I’état

Wi = alp") +510,2) (2:23)
50 (100) + [11)) + Z54 (|00) +[01))
= = [(a+ ) |00) + a [11) + B [01)]

en calculant le produit scalaire

(Win | Win) = [(a + 5)2 +a’ + 52] (2.24)

et en imposant que

A+ +af=1ota,BER (2.25)

On va voir avec le calcul des matrices densités partielles p, et pp que I'on
a “fabriqué” avec ce processeur quantique W une cloneuse (asymétrique),
dont I'input est un état ¢ quelconque et le “programme” une superposition
de I'état de Bell ‘¢+> et de 'état |0, x).
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2.2.2 Matrices densités partielles

Dans les espaces BC' de I'état ¥, on trouve les vecteurs |00) 5 L |10) 5 L
|01) 5 L |11) 5. On obtient alors pour la matrice densité partielle p, que

pa =Trpc(Py,,) (2.26)
= [(%QCU + %500) 0) + %Ozcl |1>] - adjoint
+ [%aco |0) + (%acl + %ﬁcl) |1>] - adjoint
+ [ Z58c0 )] [(1] F58¢5]
+ [ Z58c110)] [(0] F58¢i]
= %a@b + %ﬁco |0>] - adjoint
+ [%a@b + %ﬁcl |1>] - adjoint
+50% leol” Py + 56° |eal* Py
= 102P; + (3aBcs 1) (0] + SaBeq [0) (¥]) + 567 [eol” Py
+1a2Py + (LB [0) (1] + SaBer [1) (¥]) + 18° e [* Py
+36° leol” Plry + 36% lea|” Py
= a®Py + 36 (Poy + Py)
+508 ([¥) (co [0) + 1 [1)] + |e [0) + e1 [1)) ()
=a’Py + 15’1 + afP,

Finalement
o1 = (02 +af) Py + 351 (2.27)
P — (52 —+ Oéﬂ) P¢ + %CY2]1
Avec la condition de normalisation (2.25), on peut analyser quelques cas
intéressants :

e Si
a=1=0=0 (2.28)
alors

1
ps=Pyet pgp= 5]1 (2.29)

Dans ce cas le processeur ne fait rien, c’est-a-dire que I'input est égal
a l'output.

(A noter que 1, représente le centre sur la sphére de Poincarré, ce qui
correspond par exemple & un photon complétement dépolarisé.)
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e Si
a=0=p0=1 (2.30)
alors )
ps = 5]1 et pgp = Py (2.31)
Dans ce cas le processeur correspond a un opérateur de permutation.
e Si
a=/[ (2.32)
alors
pa=pp (2.33)
-k
_ 214m- 11
_ ? 2 g 1+ §§]21
=1 (1+2n-7)

Dans ce cas le processeur correspond a la UQCM optimale (c.f. cloneuse
symétrique Hillery-Buzek équation (1.90)).

Remark 8 Ces résultats se retrouvent en raisonnant sur un concept appelé
la fidélité (qualité), noté F, que l'on définit dans lintoduction de la partie
suivante concentration d’intrication (éq. 2.87). En effet, par définition

Fa = (paly (2.34)
=Tr(py- Py) 12
= (a®+af) Tr (PyPy) + 56°Tr (1Py)
— (a2 +aB) Tr (P,) + 16°Tr (P)
ce qui donne
Fi=(a?+aB) + %ﬁ2
Fp = (3 +apB) + 1ao?
Ainsi, par exemple, pour avoir une qualité égale chez Alice et chez Bob, on
arrive (en omettant le cas trivial) a

(2.35)

FA:FB:>Oé:ﬁ (236)

Pour conclure, on remarque que d’une maniere générale les facteurs a et
[ déterminent la “programmation” du processeur.
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2.3 Concentration d’intrication

2.3.1 Introduction

Les états intriqués sont essentiels dans les processus comme le traitement
d’information quantique, la téléportation quantique, la cryptographie quan-
tique...En général, ces applications ont un fonctionnement optimum avec des
états quantiques purs, intriqués d’une fagcon maximale. Cependant en pra-
tique, a cause des phénomenes de dissipation et de décohérence (“bruit”), les
états disponibles n’ont pas l'intrication maximale recherchée, ou sont par-
tiellement mélangés (i.e. pas purs), voire les deux & la fois. Afin de remédier
a ce probleme, plusieurs procédés de distillation d’intrication, de purification
et concentration d’états existent. Ici, on va se cantonner a étudier le principe
de la purification d’intrication découvert par C.H. Bennett & al. en 1995.

Pour nos calculs, on considere de petits systemes, a savoir des systemes
a deux qubits. Soit p,,,... € C? @ C?.

Filtre hruit hruit

uanticue

Filtre
uanticue

Source

Communication clagsique (LOCC)

Le but est donc de concevoir un “filtre quantique” qui va réduire 1’effet du
“bruit” de sorte qu’apres son passage, on trouve une plus forte concentration
(i.e. fidelité plus élevée) d’états intriqués qu’a son entrée. On va s’apercevoir
que ce processus de purification engendre une perte d’au moins 50% des
particules émises par la source.

Definition 4 On introduit la notion de fidélité (qualité) de la source

FSOU?"CB - <psource>zp(_) (237)

ot 1/)(7) est I’état intriqué de facon mazimale auquel on veut tendre a la sortie
des filtres. Comme on le voit, la fidélité représente le chevauchement le plus
important entre [’état en sortie et [’état a la source.
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Soit Fypuree la fidelité de la source, Fjign. la fidelité de la source apres avoir
passé dans la ligne bruitée et Fioneenire la fidelité de la source en sortie des
filtres. Ainsi,

Fsource > F1ligne S Fconcentré ~1 (238)

ou on peut montrer qu’il est possible de s’approcher arbitrairement proche
de 1.

2.3.2 Concentration sans intrication

Avant d’en venir au principe de purification d’intrication proprement dit, on
passe par une approche simplifiée du probléme (i.e. sans intrication) pour se
familiariser avec le circuit dont on va se servir.

Soit un état non intriqué dans C? avec la base {|0),|1)}. Donc pour
un état dans C? @ C?, on a la base {|00),]01),[10),]11)}. Soit p™, p°% €
C? ® C?.0n voit qu’un test est effectué dans le fil du bas et si sa réponse est

out

pin Oui P
Hon

" —B— Ry

positive, c’est-a-dire que I'état zéro est mesuré, on laisse passer 1’état du fil

du haut en fermant l'interrupteur oui-non. Dans le cas contraire, on ouvre

cet interrupteur, bloquant ainsi le passage. Et on répete 'opération. Il y a

donc au mieux un qubit qui ressort lorsque deux entrent, ce qui correspond

a 50 % de perte mais une plus grande concentration d’un certain type d’état.
Le processus concentration sans intrication se formule

in in t ou ou
112®P|0>Ux(p ® p )U; (ﬂ2®P\0>) =1-p™®Poy+0-p™ ® Py (2.39)

ot le terme 0 - p°* ® Py signifie que rien ne sort.
On va expliciter les matrices de (2.39) qui entrent en jeux. En entrée, on

in o in P Pt p™
P P ( P1oP P11P > ( )

a

On pose _ .
A=Uy (p" e p") U} (2.41)
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alors on trouve pour la matrice A
A= oo ”Olp T (2.42)
P100:1:P Pl1ozp" Oy

Il faut noter que les opérateurs

U, = ( Ih? 0 ) (2.43)

Og
et
1 000
00 00
1, ® Py = 0010 (2.44)
00 0O
sont self-adjoints. On peut encore préciser que
2
mn 1
prory =, W )e (] 0 (2.45)
(Pm)g P11
(poo)” 0 Po1 0
_ 0 0 0
- in\2
(P15)” O P11 0
0 0 0
Finalement, en comparant (2.40) et (2.45), on constate que
ou in\2
pgst = (p6h)
ot = (k)
gut in\2 (246)
Pio = (910)2
Pt = (o)

Ainsi, la matrice p°* correspond A la matrice p dont chaque élément a été
pris au carré.

Avec ce qui précede, on peut calculer la probabilité de succes, a savoir la
probabilité d’avoir un qubit en sortie :

Prob(succes) = Tr(p”™) = (pffé)Z + (0117{)2 <1 (2.47)

On voit que I’état de sortie p°* n’est en général pas normalisé. En effet, si p™

est normalisé (i.e. Tr(p™) = 1), alors on trouve forcément (2.47). L’égalité
est obtenue s’ il y a un état pur en entrée, par exemple p™ = Pgy. Dans ce
processus, de 'information a donc été perdue.
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2.3.3 Principe de purification d’intrication

La situation a étudier se schématise de la facon suivante

pnut Ot pin Ot pnut
Hon Hon

5 Ay —& p — fy P\’u)/
\—{ Com munication classique (LOCC) }—1

Une paire d’intrication plus grande est créée en partant de deux paires
moins intriquées dont un membre de chacune de ces paires a été envoyé I'un a
Alice et autre a Bob. Aussi bien Alice que Bob font subir dans leur systeme
une opération CNOT aux deux particules. Puis, ils effectuent une mesure sur
les particules de la cible (fil du bas) et comparent les résultats mesurés via
une communication classique (Local Operation Classical Communication).
Si le résultat mesuré est zéro de part et d’autre, ils gardent la paire du
controle (fil du haut) qui a alors un degré d’intrication plus élevé que les
deux paires initiales. En revanche, s’ils obtiennent d’autres résultats, ils la
laissent tomber. En répétant la méme procédure, il est possible de distiller
des paires d’'une qualité d’intrication arbitrairement haute. A noter que
tout cela fonctionne efficacement pourvu que la qualité de la paire initiale
soit, suffisamment élevée, c’est-a-dire qu’elle pointe déja en partie dans la
direction de I'état que ’on cherche & concentrer. (Extrait tiré de I'article J-
W. Pan, C. Simon, C. Bruckner & A. Zeilinger, Entanglement purification
for quantum communication, Lett. to Nature, vol. 410, p. 1068 (2001).)

Ce processus se formule

n in t ou
14 ® PoyUyUy (9" ® p" ) UUL (14 ® Poy ) = ™" © Poy - (2.48)

Apres calculs, on retrouve
N2
ot = (o) (2.49)
avec 7, j € {|00) , 01, 10} ,[11)}
Pour l'explication du principe de purification d’intrication, on suppose
maintenant qu’Alice et Bob voudraient partager la paire spécifique de pho-
tons dans I’état d’intrication maximum

)=

=5 (100} + 1)) (2.50)
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Avant la purification, les paires de photons qu’ils se partagent se trouvent
dans I’état de mélange

P = APyr + (1= V) 1y (2.51)

avec A € [0,1] ott (1 — A)114 représente le “bruit”. On précise que :
e Si A= 1= p'™ est un état pur intriqué de facon maximale.
e Si A =0= p™ est un état de mélange maximum.
e On peut montrer que p™ est intriqué < A\ > %
A noter, compte tenu de (2.49) et (2.51), que

14X 0 0 2\
m 1l 0 1-x 0 0
=3 o 0 1—-XA 0 (2.52)

2\ 0 0 L+ A

(1+N)? 0 0 (2))?
out __ 1 0 (]- - )\)2 0 0
P T 16 0 0 (1= o0 (2:53)
(2))? 0 0 (1+N)?

ol encore une fois p°“* n’est pas normalisée. En effet, comme A € [0, 1]

Tr(p™) = (4) 2+ 02 +2(1 - N (2.54)

On va comparer la fidelité en entrée F™ avec celle en sortie F°U, et
constater que la purification de la source a bien eu lieu :

e [idelité en entrée _
Fin = (pin) s (2.55)
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e Fidelité en sortie (& normaliser)

Foul — W (po“?d)+ (2.56)
1 1 2
_ 1 1 2
T (1a2) 4 (1 +2A 454 )
Enfin, on peut voir que
Fo > F'™ o Fin > 1 (2.57)

n 1
S A>3

2.4 Correction d’erreur

2.4.1 Introduction

La plupart des systemes analogiques sont tres sensibles aux petites pertur-
bations. Dans les ordinateurs “classiques”, le systeme de correction d’erreur
se trouve dans les processus numériques. Un exemple simple de correction
classique d’erreur est un code répété : on remplace un bit par trois copies de
ce bit,

0 — (000)

1 — (111)

Il se peut maintenant qu’une erreur se produise causant l'inversion d’un des
trois bits (bit flip); par exemple, I'inversion du premier

(000) — (100)
(111) — (011)

Il s’en suit malgré cette erreur, qu’il est toujours possible de décoder cor-
rectement le bit par un vote majoritaire : deux zéros sur trois est lu comme
un zéro.

En mécanique quantique, comment corriger les erreurs? On va étudier
I’analogue quantique du bt flip, introduit par Peter Shor.

2.4.2 Procédé de correction d’erreur

La transmission d’information peut étre faite dans le temps (mémoire) ou
dans 'espace (d'un point A a un point B). On va considérer le cas d’une
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transmission d’information dans ’espace au travers d’un canal quantique
bruité. Le bruit correspond a introduire des erreurs dans 'input du canal.
On choisit ’erreur particuliere suivante

B bruit | Co|0) 4+ ¢ |1) avec probabilité 1 — P
v =cof0)+er|l) { co|1) + ¢ |0) avec probabilité P (2.58)
qui n’est en fait que 'application de la transformation U = o, sur I'état v
avec une probabilité P.

Remark 9 Au lieu d’un bit flip complet, on peut imaginer une erreur plus
faible. Soit une transformation unitaire

Uprait = 10) = a[0) + B1) (2.59)
1) = all) = 5[0)

avec o + 3 =1 et a, B € R. Si le bruit est trés faible = o > (2.

On va montrer qu’a 'aide des CNOT, il est possible de construire une suite
de procédés (encodeur, correcteur, décodeur) capable de corriger I’erreur par-
ticuliere que l'on s’est donnée.

Ce circuit se compose de cinq canaux. Les résultats obtenus par les
détecteurs des canaux 4 et 5 du correcteur déterminent les opérations uni-
taires U; (i = 1,2,3) a effectuer. Les calculs montrent également que les
détecteurs du décodeur donnent toujours le méme résultat.

Soit le circuit

briit
w it o] w
Ph 5 = o H— S
|O}3 O ----- i O 0
Encodeur |U}4 O O 0/1
Deécodeur
o), 51 o
Correcteur

Soit I’état
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Encodeur

A la sortie de ’encodeur, 1’état est,

P ® |00>23 = Co |000>123 ta |100>123 Preogeur Co |000>123 ta |111>123 (2.61)

ol les indices 1, 2, 3 se réferent aux différents canaux.

Bruit

Apres le passage dans le canal bruité ol 'on a supposé qu’on a au plus une
erreur, on peut trouver les états suivants

€0 [000) 155 + €1 [111),55 ! €0 [100) 155 + €1 [011),55 (2.62)
ou ¢ |010>123 + |101>123
ou ¢ |001>123 + |110>123
) )

ou  ¢o|000),55 + 1 |111),5,

Correcteur & décodeur

On va prendre les différents cas de (2.62) et suivre leur passage au travers
du correcteur et du décodeur

1. On commence par le cas sans erreur et on vérifie ainsi que le procédé
ne rajoute pas d’erreur

Co [00000)5,5 + €1 11100 53,5 <5 (0 |00000) + ¢4 [11100)) ;ps4

(2.63)

La paire de résultats des détecteurs du correcteur est (0,0). Il faut donc
que

Ui=1,i=1,23 (2.64)

D’ou, apres que les cannaux 4 et 5 aient été mesurés et les transforma-
tions unitaires (2.64) effectuées

Et enfin,
Co [000) + ¢ [111) X ¢ 1000) 4 ¢ [100) = ¢, @ ]00),,  (2.66)

Les détecteurs du décodeurs mesurent (0,0) et en sortie on retrouve
I’état initial .
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2. Erreur sur le premier qubit

(o [10000) + ¢1 [01100)) “7E" (¢4 ]100) + ¢ [011)) 0y ® |11,
(2.67)
La paire de résultats des détecteurs du correcteur est (1,1). Le premier
qubit doit étre permuté. Il faut donc que

U1 =0z et U2 = U3 = ]]_2 (268)

D’ou, apres que les cannaux 4 et 5 aient été mesurés et les transforma-
tions unitaires (2.68) effectuées

(co [100) + ¢1 [011)) ® [11) — ¢ |000) + ¢y [111) (2.69)
Et enfin,
Co [000) + ¢ [111) XU ¢ 1000) 4 ¢4 [100) = ¢, @ ]00),,  (2.70)

Les détecteurs du décodeurs mesurent (0,0) et en sortie on retrouve
I’état initial 1.

3. Erreur sur le deuxieme qubit

(o |01000) + ¢1 [10100)) ““5"" (¢4 010) + ¢; [101)),55 @ |10),,5

(2.71)
La paire de résultats des détecteurs du correcteur est (1,0). Il faut donc
que
U2 =0z et U1 = U3 = ]]_2 (272)
D’ou
(0 |010) + €1 |101)) ® [10) — ¢ |000) + ¢; [111) (2.73)
Et enfin,
Co [000) + ¢; [111) "% 5 & ]00),, (2.74)

Les détecteurs du décodeurs mesurent (0,0) et en sortie on retrouve
I’état initial 1.

4. Erreur sur le troisieme qubit : similaire au point 3.
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On a donc montré qu’il est possible de corriger un certain type d’erreur.
On localise ’erreur, on la corrige et cela sans acquérir la moindre information
sur I’état ¢). En effet, le processus ne modifie pas les parametres ¢q et ¢;.

Pour conclure, on peut se demander dans quelle mesure tout cela est
efficace. Cette question est légitime car en fin de compte ce procédé ne sert
a remplacer qu’une simple ligne. On peut montrer que la correction offerte
par ce circuit devient valable si l'erreur (le bruit) générée par les CNOT, les
transformations U; et les détecteurs est inférieure a 1%.



Chapter 3

Quantum information theory

3.1 Théorie de I’'information classique

3.1.1 Introduction

Avant d’exposer quelques points importants de la théorie de 'information
quantique, on passe par une introduction des concepts classiques principaux.
Claude Shannon a établit en 1948 les deux résultats qui sont au coeur de la
théorie de I'information classique. Les deux problemes qu’il est parvenu a
résoudre sont :

1. De quel ordre peut étre comprimé un message ? Ce qui revient a :
quelle est la redondance d’une information.

2. A quel taux peut-on communiquer de maniere sure au travers d’'un
canal bruité? Ce qui revient a : quelle redondance doit étre incorporée
a un message pour le protéger contre les erreurs?

Les réponses a ces questions se formulent en deux théoremes : the noise-
less coding theorem (dont on montre le résultat d’une facon intuitive) pour la
premiere et the noisy channel coding theorem (que 'on explique briévement
en guise d’information) pour la seconde.

On le voit, les deux questions soulevent la notion de la redondance, c’est-
a~dire le degré d’imprévisibilité (en moyenne) de la prochaine lettre d’un
message. Donc, pour commencer, le probléeme se résume a déterminer le
concept a utiliser pour quantifier la redondance. La clef a été trouvée par
Shannon. Il a vu que I’entropie fournissait une solution convenable.

ol
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3.1.2 Entropie de Shannon

Un message est une suite de lettres choisies dans un alphabet composé de k
lettres

{$1,l‘2,...,l‘k} (31)
ou I’on suppose que les lettres du message sont statistiquement indépendantes
et que la probabilité d’avoir dans le message la lettre x; est donnée par p (z;)
avec Y8 p(x) = 1.

Prenons par exemple le cas simple d’un alphabet binaire

{0,1} (3.2)

ou 0 a lieu avec la probabilité 1 — p et 1 avec p (0 < p < 1). Soit un long
message composé de n lettres, n > 1. Est-il alors possible de compresser le
message en une chaine de lettres plus courte transmettant essentiellement la
méme information?

Pour n tres grand, la loi des grands nombres nous dit que les chaines
typiques contiendront (pour le cas binaire) environ n(1 — p) 0 et np 1. Le
nombre de chaines distinctes de cette forme est donné par le coefficient bi-
nomial (TZ)), et en utilisant 'approximation de Stirling logn! = nlogn — n,

on trouve
n 1
log (np) = log (=) (3.3)
= nlogn —n — (nplognp — np)
—[n(1 —p)logn(l —p) — n(l — p)]
=nH (p)
ou
H (p) = —plogp — (1 —p) log(1 — p) (3.4)

est I’entropie. On précise que les logarithmes sont en base deux (sauf spécifié).
Ainsi, le nombre des chaines typiques de lettres est de Pordre de 277 (®) (Rap-
pel : log,u =2 < u = a”).

Pour transmettre essentiellement toute I'information contenue dans une
chaine de n bits, il suffit de choisir un code (block code) qui assigne un index
(un entier positif, une lettre,...) & chacune des chaines typiques. Ce code a
donc environ 2"7®) index (équibrobables), ce qui signifie que chacun d’eux
(i.e. chacune des chaines typiques) peut étre spécifiés en utilisant une chaine
binaire (logarithme en base 2) d’une longueur de

log, 2"H®) = nH (p) (3.5)
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Comme 0 < H(p) < 1 pour 0 < p < 1, et H(p) = 1 seulement pour
p = %, le code racourcit le message pour tous p # % (i.e. chaque fois que
1 et 0 ne sont pas équiprobables). C’est le résultat de Shannon. Le point
important est que ’on n’a pas besoin d’un code pour chaque séquences de
lettres, seules les séquences typiques comptent. La probabilité d’avoir un
message atypique devient négligeable dans la limite n — co.
Ce raisonnement se généralise facilement au cas d’un alphabet de £ lettres,
ou la lettre z; apparait avec une probabilité p(x;). Dans une chaine de n
lettres, x; apparait typiquement np(x;) fois, et le nombre de chaines typiques
est de 'ordre de
g (3.6)

1 (np(z;))!

i=1
ou encore une fois on a utilisé ’approximation de Stirling et

k
H(X) = = Y pla) log p(a:) (3.7
i=1
est ’entropie de Shannon de 'ensemble X = {z;,p(x;)} avec i = 1,....k. A
noter que 0 < H(X) < log, k bits.

De méme, en adoptant un code qui assigne une chaine binaire aux séquences
typiques, l'information d’une chaine de n lettres peut étre compressée d’un
facteur H(X) bits (logarithme base 2). Dans ce sens, une lettres z; choisie
dans ’ensemble porte en moyenne H (X)) bits d’information. Il est également
possible d’exprimer la compression H(X) en nats (logarithme base n), c¢’est-
a-dire en utilisant non plus une chaine binaire pour spécifier les chaines typ-
iques mais un alphabet composé de n lettres.

Avec ce qui précede, on formule le noiseless coding theorem de Shannon
de la fagon suivante : Il existe de nombreuses facon de coder un message. Le
code optimal est celui qui compresse en moyenne chaque lettre d’un message
de n lettres d’un facteur H(X) bits dans la limite n — co.

Pour une bonne compréhension de la littérature, il faut se rendre compte
que l'entropie H(X) renseigne sur le gain d’information acquis une fois le
message X recu. Il est important de ne pas confondre la notion du gain
d’information avec celle de la signification de 'information. On voit par ex-
emple qu'un message completement aléatoire (i.e. p(x;) = %) a une entropie
maximale H(X) = log, k bits. En d’autres termes, on peut dire que le gain
d’information a sa réception est maximum, mais son sens n’est pas du tout
pris en considération dans cette interprétation de I'entropie.
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Remark 10 Une illustration trés schématique (i.e. & ne pas prendre au
pieds de la lettre) devrait aider a comprendre cette notion du gain d’information.
Par exemple, on affirme que le message X = “exzwcty” a une entropie plus
grande que le message X' = “beaucoup”. En effet, en francais “beaucoup” est
le seul mot commencant par les lettres “beauc”. Dans ce cas, apres avoir recu
les cing premieres lettres du mot, on connait a coup sur les trois derniéeres.
En revanche, la suite des lettres composant X est complétement impréuvisible;
il renferme donc un gain d’information plus grand pour le méme nombre de
lettres que X' (méme si en frangais X n’a aucun sens).

3.1.3 Exemples
Exemple 1

Soit & la source l'alphabet de quatre lettres X = {a,b, ¢, d} avec les proba-
bilités p, = %, Py = i, De = Pqg = %. On suppose que l'on veut envoyer un
message A = {y1,...,Un}, ¥i € X de n lettres. Naivement, on décide pour
coder les 4 lettres de I’alphabet d’utiliser

log, 4 = 2 bits/lettre (3.8)
ce qui donne
a — 00
b —01
c — 10 (3.9)
d — 11

Alinsi, par exemple, le message A
aabaaabcabd...

devient
0000010000000110000111...

Il faut donc logiquement pour coder ce message

(1 24 taplioy] 2)—2 bit (3.10)
n 5 1 3 3 = 2N DI1TS .



3.1. THEORIE DE L'INFORMATION CLASSIQUE 55

D’autre part, on sait que le facteur de compression optimal que peut offrir
un code est donné par ’entropie de Shannon

4
H(X) = (21 —pxIngx> (3.11)
= —%log%—ilogi—%log%—élog%)
=(3-1+53-2+5-3+1-3)

On remarque qu’en choisissant un code qui tient compte des probabilités

Di
a —0
b — 10
¢ — 110 (3.12)
d — 111
et qui demande pour coder le message A
1 1 1 1 )

=H(X)n

on parvient a atteindre la compression maximale. Ce résultat inopiné est di
au fait que les probabilités p; sont des puissances de 2.

Exemple 2

Soit un message X composé de n lettres équiprobables, i.e. p(z;) = % Alors
une fois le message recu

H(X) =—3 llog,! (3.14)
=1
= —log, %
= log, n (bits)
ou n
H(X) =—) Llog,+ (3.15)

—y 1
i=1 "
=1 (nat)

le gain d’information (entropie) est maximum. Le message ne peut donc pas
etre compressé.
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Exemple 3

Soit un message X composé d’une seule lettre, i.e. p(z1) =1 et p(z;) =0 ou
1 # 1. Alors
H(X) =-1logl (3.16)
=0

le gain d’information est nul.

3.1.4 Information conditionnelle

L’entropie H(X) quantifie en moyenne 'information transmise par une let-
tre tirée d’'un ensemble X, pour laquelle elle nous dit combien de bits sont
nécessaires (dans la limite n — oo, ou n est le nombre de lettres tirées de
I’ensemble) pour codifier cette information.

De ce qui précede, on introduit la notion d’information conditionnelle
H(A | B). Elle représente le gain d’information obtenu a la réception du
message A, compte tenu du fait que B est connu. Donc, H(A | B) correspond
au gain d’information contenu dans A qui ne se trouve pas déja dans B.

Soit le message A composé des lettres x; et soit le message B composé des
lettres y, associées aux poids (=probabilités de présence) p(y;) = ¢;. Alors

H(A| B) =% g {~ S oo [ w)logh (e )]} (317)
==X 2 p (il yi)loglp (v | ;)]

3.1.5 Information mutuelle

L’ information mutuelle 1(A; B) quantifie la corrélation de deux messages (A
et B). En d’autres termes, elle représente la quantité d’information qu’ont
en commun les messages A et B.

Alors
I(A;B)=H(A) — H(A | B) (3.18)

avec I(A; B) = I(B; A) € [0, 1].

On remarque que :
e Si A= B alors
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dott
[(A;B) = H(A) — H(A| B) (3.20)
— H(A) -0
— H(A)

En effet, si les deux messages sont identiques, toute l'information leur
est commune.

e Si A et B n’ont rien en commun, alors

p(%‘ | yj) :P(»Tz') Vj (3-21)
d’ou
I(A;B) =H(A)— H(A| B) (3.22)
— H(A) — H(A)
=0

3.1.6 Probabilité conjointe

La probabilité conjointe p (x;&y;) représente la probabilité d’avoir la lettre
z; et la lettre y;.

Soit p (x;) la probabilité d’avoir la lettre x; et p(y; | z;) la probabilité
conditionnelle d’avoir y; si x; a eu lieu. Alors

p (ﬁi&yj) = P(ﬂfi)P (?Jj | %) (3-23)
=p(y;)p (v | yy)
= p (y;&a;)

On peut alors énoncer le théoréme de Bayes
p (xz‘&yj)
P (%))
et trouver une autre expression pour I'information conditionnelle
H(A|B) = - 2 4jp (@i | y;)log [p (w: | y;)] (3.25)

- - 2o S 5
= - E p (zi&ey;) [log p (z:i&ey;) —logp (y;)]
= — Z p (zi&y;) logp (zikey;) + Z p (zi&y;) log p (y;)
~ H(ALB)+ 2 () logp (1)
= H(A&B) — H (B)

p(zi | y;) = (3.24)
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ainsi que pour l'information mutuelle
I(A;B)=H(A)+ H (B) — H(A%B) (3.26)

ou I'on peut constater plus aisément que dans I’expression (3.18) la symétrie
de l'information mutuelle.
On retrouve que :

e Si A= B alors

I(A; B) = H (A) + H(B) — H(A&B) (3.27)
— H(A) + H (A) — H (A)
= H(A)

e Si A et B n’ont rien en commun, alors

[(A; B) = H (A) + H (B) — H(A&B) (3.28)
= H(A)+ H (B) — [H(A) + H (B)]
=0

3.1.7 Exemples
Exemple 1

Soit A = {(00);(01);(10);(11)} un ensemble de quatre lettres équiprobables
(i.e. probabilité de ; pour chaque lettre) et soit B = {0,1} un ensemble de
deux lettres.
On fait 'hypothese
B=X,A (3.29)

c’est-a-dire que B est une fonction de A. Les probabilités conditionnelles
sont

p(B=0[A=(00)=p(B=0]A=(11) =1 (3.30)
p(B=0[A=(01))=p(B=0|A=(10)) =0 '
ce qui signifie que
p(B=0) =% p(B=0]2)p() (3.31)
=(1- 143 1410+1-0)
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et donc p (B = 1) = § également. Ainsi

29

(3.32)

(3.33)

(3.34)

4
H(A) =— 3 tlog2™?
S
2K
=2
et )
H(B) = - 5 1(~1)log2
i=1
=1
De plus, comme par hypothese B est entierement déterminé par I'information
de A
H (A&B) =2
= H (A)

(toute information de B est connue dés qu’on connait A).
D’ou
H(A|B) = H(A&B) — H (B)
=1

ou encore

H(A|B)

(B=0)H(A|B=0)+p(B=1)H(A|B=1)
-1 1

— =3
o=

Ainsi, I'information mutuelle vaut

[(A;B) = H(A)— H(A|B)
=2-1
=1

Par le théoreme de Bayes, on peut encore calculer

p(A=(00)| B=0) :z%ﬁffn
— p(B=0|A=(00))p(A=(00))
p(B=0)
.14

4

o= DN

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)
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de méme pour
1
p(A=(11)| B=0) = 3 (3.39)
et

p(A=(10) | B=0) =p(A=(01) | B=0) (3.40)
0

Exemple 2

Soit I’ensemble A = {xg, 21, ...,x, 1} et I'ensemble de distributions de prob-
abilités B = {po, Py s pk_l} avec la probabilité p (pj) = g

De plus, on pose que p; (z;) = p (xl | p]) [0,1] ouwi = 0,....,n — 1 et
j=0,.. k—lavech](xZ)—leth]p](xl)—p(xl)

En partlcuher on ch0151t A =0, 1} et B = {py, p1 } avec p, (0) = py (1) =

5 (0)=gFetp (1)=17, ¢ =3avecj=0,L

De ce qui précede, on trouve

1
P(A=0) =3 gip; (A=0) (3.41)
]:
NEE
_3
8
et X
pA=1) =3 gp,(4=1) (3.42)
]:
“Pier
_5
8
Alinsi, 'entropie du message A vaut
1
H(4) = - ¥ p(r:)logp (x:) (3.43)
= —32log2 — 2log2
~ (0.9544

Pour calculer I'information conditionnelle entre les deux messages, on
commence par déterminer

1
H(Ap) == X p(ilpy)logp (i po) (3.44)
= —%log% — %log%
=—5(-1)—35(=1)
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et
1
H(A|p) =— ;)p(xi | p1) logp (z; | py) (3.45)
= —ilogi - %log%
~ (.813
d’ott
1
H(A|B) =3 ;1 (A]p;) (3.46)
]:
:%H(A|P0)+%H(A|P1)
~ 0.906
< H (A)

Donc, I'information mutuelle est forcément supérieure a zéro

[(A;B) = H(A)— H(A|B) (3.47)
= (0.954 — 0.906
= 0.048
>0

Compte tenu de nos hypotheses, on remarque logiquement que le gain
d’information H (A) est supérieur a celui obtenu pour H (A | B). En effet,
dans le cas ou B est déja connu, le gain d’information est plus faible une fois
le message A recu que lorsqu’on ne connait rien.

3.1.8 The noisy channel theorem (en bref)

Si 'on veut communiquer au travers d’'un canal bruité, il est évident que
I’on peut améliorer la fiabilité de la transmission en utilisant la redondance.
Mais est-il toujours possible dans un canal bruité donné de trouver un code
qui puisse assurer une fiabilité arbitrairement grande (quand n — oo) 7 Et
que peut-on dire sur le taux d’un tel code, c’est-a-dire sur le nombre de bits
requis pour coder chaque lettre du message?

En fait, Shannon a montré que tout canal peut étre utilisé pour une
communication d’une qualité arbitrairement fiable & un taux fini (différent
de zéro), tant qu’il existe une correlation entre I'input et 'output. Il a aussi
pu déterminer une expression pour le taux optimal pouvant étre atteint,
appelé la capacité du canal. Ces résultats résument le contenu du théoreme.
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3.2 Théorie de l'information quantique

3.2.1 Introduction

On voudrait généraliser les considérations de la partie classique a I'information
quantique. Les lettres sont représentées par des états quantiques et la source
consiste en un mélange d’états quantiques p,, associé a une probabilité
spécifique p,, que I’on mesure avec I’observable A. A la source, on a donc

pP=D_ Duby (3.48)
De plus, on sait que pour toute matrice densité, il existe une représentation
diagonale telle que
p =3 Mot} (0 (3.49)
b

avec <b | bl> = 6bbl.
La nouveauté de I'information quantique, c’est le choix de la base (i.e. de
I'alphabet).

3.2.2 Entropie de Von Neumann

Soit une source quantique p. Supposons que ’on choisisse pour lettres les
états d’'une décomposition orthogonale

pa = |b) (] (3.50)
Alors on peut choisir une observable

A=Y a,1b) (o (351)

avec ap 7# ay pour b # b'. Dans ce cas, si I'on obtient le résultat a,, on sait
avec certitude que la lettre était |b) (b].

Puisque la lettre |b) apparait avec probabilité );, on a I’entropie de cette
source

H({[b), M}) = H (B) = — 3" Mylog ), (3.52)

Conclusion : en choisissant comme lettres les états d’'une décomposition
orthogonale de p, la source quantique se comporte comme une source clas-
sique définie par {|b), A\p}.
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On remarque que
= > Mlog Ay = —Tr (plogp) (3.53)
b

En effet
plng = — Z ()\be) (lOg )‘b’Pb’) et T'r (Pbbl) = 5()()’ (354)
bb'
Pour cette (ou n’'importe quelle) matrice densité, on définit 1’entropie de
Von Neumann comme

S (p) = —=Tr(plogp) (3.55)

Encore une fois, quand ’alphabet de la source est constitué d’états quan-
tiques purs mutuellement orthogonaux (i.e. parfaitement discernables), la
source quantique se réduit a une source classique. La source quantique de-
vient plus intéressante lorsque les états de 1’ensemble ne commutent pas
mutuellement.

Rappel : décomposition d’une matrice densité

On choisit par exemple une source qui produit soit |+z), soit |+z), des états

non-orthogonaux de spin %, chacun avec une probabilité p = % Donc la
source peut s’écrire
1 1
p= §P\+z) T 5 ) (3.56)

Celle-ci n’est manifestement pas la décomposition orthogonale. On peut
montrer (c.f. exercice) que la décomposition orthogonale est

P~ () P (o) P
= p+Lymy + P-Plm)

avec 1 = % (Z+2).
Cela signifie que p étant donné

e il est impossible de savoir si p a été préparé en mélangeant |+2z) et |+z)
en qualité égale, ou |[+m) et |[—m) avec les poids p; et p_.

e ou, en terme d’information : on peut “lire” dans p des états |+2) et
|[+2x), ou des états |[+m) et |—m). (et beaucoup d’autres...).
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Or, si on veut lire |[+2) et |+z), c’est-a-dire si on choisit ces états comme
lettres, on sort du cadre de l'information classique car ces deux lettres ne
peuvent pas étre discernées avec certitude, par aucune mesure.

Pourquoi s’intéresser a de tels choix de lettres? Deux raisons :

1. compréhension : on va pouvoir reformuler les particularités du monde
quantique en termes d’information, a savoir 'information encodée dans
I’état, celle qu’il est possible d’extraire, etc.

2. application : des protocoles comme la cryptographie quantique mon-
trent que les sources quantiques peuvent étre utiles, en particulier pour
“cacher” l'information a toute personne non-autorisée.

Bornes de ’entropie
Reprenons ’exemple précédent :
_ (1 1 1 1
= (5 2) Bem + (3~ 303) Pom)
Si Palphabet est |+m), |—m), on sait calculer entropie de cette souce, c’est

I'entropie de Shannon H (% + ﬁ) Mais si Palphabet est |+z), |[+x)?

Entropie de préparation L’entropie de préparation est ici

11
H{- =) =log2 .
( 5 2) 0g (3.59)
le maximum.

Soit un ensemble X = {|k),px} et soit une décomposition

p=>_ pilk) (k| (3.60)

pour la matrice densité, avec (k | k') # 0 en général.
Alors
H(X) = H ({pe}) < S (p) (3.61)

ou ’égalité est obtenue si les états |k) sont mutuellement orthogonaux, i.e.
des que (k| k') = 0gpr. Cela signifie que, p étant donné, la décomposition
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orthogonale est celle qui minimise I’entropie de préparation. Ainsi, cela in-
dique que ’on perd en discernabilité lorsque des états purs non orthogonaux
sont mélangés. Il n’est pas possible de completement retrouver I'information
sur 1’état qui a été préparé car le gain d’information atteint par une mesure
est bornée inférieurement par S (p).

Entropie de mesure On suppose que ’on mesure ’observable

A= ayly) (] (3.62)

avec, si p est la source, la probabilité d’obtenir le résulat a,

p(y) = lely) (3.63)

On a alors l'alphabet Y = {a,,p(y)}. On peut montrer que l'entropie de
Shannon de ’ensemble des résultats de mesures satisfait

H(Y)=S(p) (3.64)

ou I’égalité est obtenue lorsque A commute avec p, ¢’est-a-dire si et seulement
si la base des |y) forment la base qui diagonalise p.

Mathématiquement, cela signifie que S (p) augmente si I'on remplace tous
les éléments non diagonaux de la matrice p par zéro (~cas classique), pour
n’importe quelle base.

Physiquement, cela établi que le hasard sur le résultat de la mesure est
minimisé si I’on choisit de mesurer une observable qui commute avec la ma-
trice densité (i.e. si A et p ont des vecteurs propres communs). Ainsi, p étant
donné, tout choix d’alphabet autre que la décomposition orthogonale rend le
message plus “aléatoire”.

3.2.3 Exemple

Soit une source produisant des états “up” ou “horizontaux” avec une prob-
abilité 3, i.e. £ = {|+2),|+x)} ol p; = py = 5 et soit 'observable A =o.,.
Ainsi
H(A||+z)) = —piilogpii —pilogp™? (3.65)
=0
ol
+z 2
pi; = [(£2 | +2)] (3.66)
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donne la probabilité de mesurer +z si I'état en entrée est +z. En effet, si 'on
est informé que I’état sur lequel on mesure A est “up”, alors on sait déja que
le résultat sera +1, ce qui signifie que le gain d’information apres la mesure
est nul.

En revanche,

H(A||+z) =1 (3.67)
car connaissant 1’orientation horizontale de I’état a mesurer, on ne dispose
d’aucune information sur le résultat de la mesure A, i.e. le gain d’information
apres la mesure est maximal.

D’ou
H(A|E) =

H(A||+2)) ++H (A] |+z)) (3.68)

DN [ =D [ =

Soit I’état de mélange p, = %P\H) + %P‘H) et A =o0,. On introduit

py =pip(A=1]1+2)) +pop(A=1]|+1)) (3.69)
.

NIV N

la probabilité d’obtenir le résultat +1. Par conséquent, la probabilité de
mesurer —1 vaut

p- = % — P+ (3.70)
=1
Ainsi
H(A]p) =—pslogps —p logp. (3.71)
~ (.81
> H(A|¢)

ce qui signifie que le gain d’information sur le résultat de la mesure A est
plus important lorsque I'on connait p, plutot que £. Le fait de mélanger les
états crée une perte irréversible d’information, c’est-a-dire qu’a partir d’un
état de mélange, on ne peut acquérir aucune information sur la préparation.
Ce qui peut étre confirmé par le calcul de I'information mutuelle

T(A;€) =H(A|p) —H(A|9) (3.72)
ou on voit alors que
I(A;€) =H(Alp)—H(A[¢ (3.73)
~0.81—1
~ 0.31

>0
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et que d’autre part

I(A5p;) =H(A|p)—H(A]p) (3.74)
=0

3.2.4 Théoreme d’Holevo
Soit I’ensemble & = {p,,p.} et soit

pP=_ DupPy (3.75)

la matrice densité tirée de &. On définit ’information d’Holevo, I’'analogue
quantique en quelque sorte de I'information mutuelle classique, comme

X (&) =8 (p) = 2 paS (p2) (3.76)

qui détermine de combien, en moyenne, I'entropie de Von Neumann d’un
ensemble est réduite lorsque la préparation choisie de ’état quantique tiré de
¢ est connue. On remarque d’ailleurs que I'information d’Holevo se réduit a
I'entropie de Von Neumann S (p) pour un ensemble d’états purs, car dans ce
cas S (p,) = 0.

Compte tenu des notations utilisées précédemment, on peut formuler le
théoreme d’Holevo de la fagcon suivante

T(A;6)<x(§) VA (3.77)

c’est-a-dire qu’il n’est pas possible d’obtenir une information mutuelle entre
une observable A et la préparation de ’ensemble £ qui soit supérieure a la
valeur définie par x (&).

Illustration du théoréme

En particulier, appliquons ce théoréeme a une situation connue : soit I’ensemble
£ ={[+2),|+2)} ot p1 = po = % et pg :%; PPy = %PHZ) + %P|+:1:) avec
S (P|+Z>) =S (P‘H)) = 0 (états purs).
Alinsi, on trouve VA
I(4;€) < S (pe) =55 (Psy) = 55 (Pm) (3.78)

S pg)

~ (0.6
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Choix d’observables On peut essayer de trouver ’observable qui offre
I'information mutuelle la plus proche de 0.6, la borne supérieure fixée par le
théoreme d’Holevo. Pour ce faire, on pose

= sinfcosi) - 0, + sinbsiny - oy + cosb - o,
et on choisit de rester dans le plan zy, c’est-a-dire

A0, =0) =sind -0, + cosb - o,

0 9
COS 5 -Sitn =

|+n) = ( , 3) et |—n) = ( 92>
81715 6085

Pour déterminer I (A () ;¢), on doit calculer

ainsi

H(A®)]&) =

H(A(0) | [+2) + 3H (A(0) | [+2))

(—p$3 logpts — pti logpts)
+3 (~pizlogpts — pttlogpts)

1
2
1
2

ou
piz = [(£n | +2)° et pif = [(£n | +2)|*

correspondent & la probabilité de mesurer +n si I’état est |+2z), respective-
ment |+x), et
H(A(0) | pe) = —p logplf, — p7% logp”s,

ol
Pl =Tr (pe - Pleny)
= (£n] p¢ |£n)
correspond a la probabilité de mesurer £n si a la source on a p;.

Enfin, en faisant varier 'angle #, on cherche alors la valeur maximale de
I'information mutuelle

T(A(0);6)=H(A®)|p) —H(A®) |

et on trouve
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ce qui est a peine supérieur au résultat obtenu avec 'observable A ((0 = 27)) =
0, (équation 3.73) pour laquelle

T(A(0=2m);¢) ~0.31

Dans ce cas particulier, la borne supérieure de 0.6 fixée par le théoreme
d’Holevo n’est donc pas atteinte.

3.2.5 Relation d’incertitude informationnelle

Cette partie est un peu 1’équivalent des relations d’incertitude de Heisenberg
dans le domaine de I'information quantique. En fait, on peut méme dire que
cela représente une maniere moderne de les formuler.

On énonce le théoreme sans en faire la démonstration (car pas évidente
du tout).

Soit I'espace H de dimension N et soit A; et Ay deux observables avec
oﬂ-> =l af> et <Oz§ | Ozf> =1 oui=1,..,Netj=1,2. Alors V&

)

AJ

I(A1;€) +1 (As;€) < 2log, (N -C) (3.79)

ot €' =max |(a7 | af)l.
2y

Illustration de la relation d’incertitude

Exemple 1 Si[A;, Ay] =0 = A et Ay ont des vecteurs propres en commun
donc C' = 1. Alors

I (A58 +1 (A2 ) < 2logy N (3.80)
ou I (A;¢) <log, N.
Exemple 2 Soit A; et Ay conjuguées de facon maximales, i.e. leurs vecteurs

propres sont toujours le plus loin possible les uns des autres (exple o, et 0,).
Ainsi, toutes les paires d’états propres ont le méme recouvrement, i.e.

C= \/% Alors
I(A1;8) +1(Ay) < 2log, (N7) (3.81)

=2 (%) log, N
= log, N

donc T (A;;€) € [0,log, N].
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Exemple 3 Soit Uensemble & = {|42),|—2), [+z),|—2)} avec p; = 7 ol
i=1,..,4 et soit Ay =0, et Ay = 0, donc I (Ay;&) = 1(Ay;€). Dot (c.f.
exemples 3.2.3)

H(A|€) = H (A1 | [+2)) + 1 H (A1 | |-2)) (3.82)
+3H (A | [+2)) + 1H (A | |-2))
:?+0+i+§

2

et
H(A]pg) =—pslogps — p-logp_ (3.83)
= —3log5 — 3log;
1
avec
pr =pip(A=1][+2)) +pp(A=1]]-2)) (3.84)

+psp (A =1 [+2) +pip (A =1][]-2))
=g 1ty 0+3-5+13

N [ |

= p_
la probabilité d’obtenir le résultat +1 (respectivement —1).
Ainsi

I(A;€) =H(Alp)—H(A[¢) (3.85)
—1
d’ou 2
IT(A;8) +1(A36) =1 (3.86)
Finalement,
L=T(A;€) +1(A56) <2log, (2 ) (3.87)
=1

car pour la valeur de C, il faut se souvenir que les vecteurs propres de A;
sont |+z) et de Ay |+x) = % (|[+2) £|—2)).

Cas particulier du théoreme

On énonce un corollaire moins général que (3.80) pour s’apercevoir de la
facon dont une expression de ce type arrive a étre démontrée.

Soit deux observables A et B auxquelles on associe les probabilités p et
pp et soit 'ensemble & = {p}.
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Lemme
14+C
H(A|p)+H (B |p) > ~2log, (——)
Démonstration
H(A|p)+H(B|p) =~ > palogpa— %pBlong
=— ZI} papplog (papr)
avec
_ 2 2
pape = [{a | )" [{b | )|
= oot (259) cos® (557)
=1 [COS (o‘%) + cos (0‘+ﬁ2’2‘p)]
donc
2
papp < 1 [1 + cos (O%)]
= [t + a0
Finalement

2
H(A[p)+ H(B|p) > =5 papslogs (15°)
= —2log, (%)

avec C' =max |(a | b)|.

71

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

Corollaire Soit A et B non-dégénérées, donc autant de valeurs propres
que la dimension de H, notée N. En imaginant qu’on ne connait rien sur la

préparation de notre systeme, on a

H<A|%]l> =H (B| 1)

= —ﬁ10g2%
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d’olt
I(A;p)+1(B;p) =H(A|%1)—H(A|p) (3.93)

+(H(B|%1) - H(B|p))
=H(A|$1)+H(B]| 1)
—(H(A|p)+H(B|p)
< 2logy N + 2log, (%)
= 2log, (% . N)

On remarque que ce corollaire est en effet moins fort que le théoreme (3.80)

car la borne qu’il impose a la somme des informations mutuelles est supérieure
a 2log, (N - C).





