_I,.étj I_ O U S E ”::::IIIIH"

Genopole mMHw

Analyse statistique des
donn ées d’expression g é€nomique

ALAIN BACCINI', PHILIPPE BESSE, SEBASTIEN DEJEAN!,
CHRISTELE ROBERTGRANIE2 & M AGALI SAN CRISTOBAL?

Version mai 2005 — miseésjour et compdments www.lsp.ups-tlse.fr/Biopuces

(1) Laboratoire de Statistique et Probalgist

UMR CNRS/UPS/INSA 5583

Universie Paul Sabatier — 31062 — Toulouse cedex 4.

(2) Station d’anglioration geretique des animawx (3) Laboratoire de grétique cellulaire
Institut National de la Recherche Agronomique

BP 27

31 326 Castanet Tolosagdex.






Avant-propos

Motivations

Le développement des moyens informatiques de stockage (bases deedpen de calcul
permet le traitement et 'analyse d’ensembles de éesrtés volumineux. De plus, le perfec-
tionnement des interfaces offre aux utilisateurs, statisticiens ou non, des p@&ssitdlimise en
ceuvre tes simples des outils logiciels. Dans ce contexte, le biologiste dispose d’'un corpus rela-
tivement sophistige de techniques statistiques utilisables sur les desid’expression degges
produites par PCR, macro ou microarrays (biopuces). Les logiciels commerciaux ou nhon offrent
deséventails plus ou moins larges d'&s@a ces techniques dans un@gentation plus ou moins
explicite voire “bdte noire”. Intentionnellement ce cours a fait le choix d'illustrer les techniques
par un logiciel, le plus complet et le plus explicite possible : RnM& s'il ne semble pas le plus
simple d'utilisation par rappor certains produits commerciaux prégjiant une interface gra-
phique “conviviale”, son utilisation incita l'indispensable comphension des éthodes et de
leurs limites. |l fait bien admettre qu'il ne suffit pas d’obtenir désultats, il faut leur donner du
sens. Rien ne nous semble en effet plus dangereux qué&sigsats ou des graphiques obtenus
a l'aide de quelques clics de mulot dont ni les techniques, ni les options, ni leurs limites ne sont
clairement explicies ou confilées par I'utilisateur. Il est par ailleurs riggide se laisser enfermer
par les seules éthodes et options offertes par “un” logiciel. En pratique gagencement ou la
réorganisation de quelques commandes R offrent une combinagsreurertes de possibéi
contrairement un systme clos de menus giefinis. Il offre par ailleurs, dicea de nombreuses
baoitesa outils librement accessibles et continuellement mésgsir, un ensemble exhaustif des
techniques et de leurs options ainsi que des interfacks gestionnaires de bases de éesrou
des outils spcifiquesa I'étude des biopuces (Bioconductor).

Objectifs généraux

Ce cours se place en aval d'unégentation des praiines de planification, d’acquisition et
de transformation (traitement d’'image, normalisation) des desm’expression. D'autres cours
et references existent sur ces points (voir page web), ils ne songpatog@s ici mtéme s'ils sont
tout aussi influents sur la pertinence et la géalies esultats obtenus. Lesathodes slectionrées
sont celles paraissant les plus aémsh la repésentation graphique des d@as d'expression et
a la construction de mades explicatifs. Il s’agit de rechercher les reggntations graphiques
les pluséclairantes pour la com@hension de ce type de ddres, de leurs structures, puis de
rechercher ou d'iréfrer des hypotses spcifiques.

Ce cours se propose donc d'introduire deux grandes famillesélboales sous une forme
homogene, syntbtique et relativemenntuitive en privilegiant la mise en ceuvre pratique aux
développements #origues. Sont ainsi tré&is des exemples simples, agadques, et d’autres plus



complexes mais provenant d’éxencesé&elles de mesures d’expressions.

i. Techniques statistiquesxploratoiresdites multidimensionnellesecouvrant d’'une part les
méthodedactorielleset d’autre part les gthodes delassificationou apprentissage non-
supervig.

ii. Méthodes statistiques dit@sferentielleset de mocklisation : tests, tests multiples et le
mockle linéaire sous diferentes formes @gression, analyse de variance, mledmixte).

D’autres techniques plugcentes avec un objectif de discrimination et issues deéarith de
I'apprentissage (ag@gation de mogles, support vector machine...) ont volontairen&itais€es
de dté. Elles recessiteraient plus de temps pétne aborées.

Ce ceroulement pdagogique ligaire ne doit pas faire perdre de vue quegite d’'une ana-
lyse est plus complexe etnessite difrentesttapes en boucle afin, par exemple, de detr
l'influence possible des choix parfoi®t subjectifs oprées dans legtapes de normalisation pour
éventuellement les remettre en cause.

L'objectif principal est donc de faciliter la mise en ceuvre, la caghpnsion et I'intergitation
des Esultats des techniqueéatites pour en faciliter ungtilisation pertinente etéflechiea I'aide
d’'un logiciel (R) largementépandus dans la communaustientifique. Ce cours ne peut se conce-
VOIr sans une mise en ceuvre pratique au courgdeces de travaux dikg sur machine.
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Chapitre 1

Introduction

1 Objectifs

Toute étude sophistigee d’'un corpus de doges et leur maglisation sont grcedees d'une
étudeexploratoirea I'aide d’outils, certes rudimentaires mais robustes, en pgiaint les regsentations
graphiques. C'est la seule fagcon de se familiariser avec destderet surtout deégpister les
sources de probmes :

e valeurs manquantes, er@ss ou atypiques,

e modaliés trop rares,

o distributions “anormales” (dissy@trie, multimodalig, épaisseur des queues),

e incohérences, liaisons non Baires.

e ...

C'est ensduite la recherche deegraitements des doaas afin de les rendre conformes aux tech-
niques de moelisation ou d’apprentissage qu'il ser@oessaire de mettre en ceuvre afin d’atteindre
les obijectifs fixes :

¢ transformation : logarithme, puissance, centragéuction, rangs. . . des variables,
codage en classe ou recodage de classes,
imputations ou non des doaes manquantes,
réduction de dimension, classification et premier choix de variables,
classification ou typologie des observations.

Attention le cOté rudimentaire voire trivial de ces outils ne doit pas condaiks reégliger au pro-
fit d’'une mise en ceuvre imadiate de rathodes beaucoup plus sophiséiqa, donc beaucoup plus
sensibles aux probmes ciés ci-dessus. S’ils ne sont pas pris en comptegappardront alors
comme autant dirtefactssusceptibles deahaturer voire de fausser toute tentative de @tiedtion.

Plus péciment, ces @hodes descriptives ne supposearriori, aucun modle sous-jacent,
de type probabiliste. Ainsi, lorsqu’on consig un ensemble de variables quantitatives sur les-
quelles on souhaitecaliser une Analyse en Composantes Principales, il n'est @eesspaire de
supposer que ces variables sont diski®mi selon des lois normalesé&dhmoins, I'absence de
donrées atypiques, la sy&irie des distributions sont des prdg#s importantes de€sdes ob-
senées pour s'assurer de la qualét de la validié des ésultats.

La déemarche traditionnelle consiste ensuitenchaner sur des techniques dites dénénce
statistique visand tester les hypo#ses retenues. Selon le nombre de variables explicativas ou
expliquer, leur nature qualitative ou quantitative, &iéfnts types de medes et tests ass@s sont
a consierer.



6 Chapitre 1. Introduction

En theorie, contrairemerit I'approche exploratoire, I'approche @rentielle ecessite une hy-
pothese probabiliste sur la distribution des observations ou des erreurs qui est, le plus souvent,
I'hypothese denormalité : la loi est suppase gaussienneEn pratique, cette hypatse n'est de
toute facon gare prouvable, les tests effeétusur les@sidus estiras sont peu puissants (risque
d’acceptem tord I'hypottese mal mirisé). Cette hypotbse est @anmoins implicitement utilee
par les logiciels qui produisent sgshatiquement lessultats de tests. Plus rigoureusement, ces
résultats sont justifis par les propeies des distributions asymptotiques des estimateurs, ptegpri
qui ne sont pasé@lelopgees dans ce cours. En cénsience, du moment que leshantillons sont
de taille “raisonnable”, hypo#fse on non de normadit les distributions des estimateurs et donc
les statistiques de test sont corésks comme valides.

En revanche, d’'autres aspects des hyps#is, inBrentes aux &thodes dvelopgees et qui,
en pratique, conditionnent fortement la qualies estimations, doivebtre évalles avec soin :
tests multiples, ligarité, coliréarite, homosedastici€, points influent®u atypiques (outliers).
Les differentsdiagnosticsainsi que le prome du choix des variables explicatives, c'astire
du choix de modle, sontégalement fondammentaux.

2 Contenu

Ce cours se propose tout d’abord d’introduireéleément les techniques permettant@&simer
les caradtristiques (tendance centrale, dispersion, diagrammeiém dustogramme, estimation
non pararatrique) d’'une variable statistique ou les relations entre variabledwertype quanti-
tatif (coefficient de coglation, nuage de points), ou qualitati’( Cramer, Tchuprow) ou de types
differents (rapport de cdration, diagrammes en ties parakles). Les notions psenges sont
illustrées sur des jeux de dozes d’expression.

Aprés cette approche uni puis bi-dimensionnelle, les techniques multidimensiohiselfes
décrites et illustees. Elles diférent selon le type des variables coisigs mais permettent toutes
de réduire la dimension par un ensemble fdeteursafin de Esumer un tableagn x p) de
grande dimension e€x€ler ses caraetistiques. L'analyse en composantes principales (ACP)
pour les variables quantitatives; I'analyse des correspondances simples ou multiples (AFCM)
pour les variables qualitatives ainsi que I'analyse factorielle discriminante sorédaidg o6té.
L'analyse canonique compare deux tableaux quantitatifs correspondant aux observations de deux
groupes de variables sur leemes individus. Les &thodes de classification #rarchiques ou
par allocation dynamique)aderminent une variable qualitativéfihissant une partition de I'en-
semble des dor@es. D'autres techniques sont pluéafiques, le positionnement multidimension-
nel ou ACP sur tableau de distances est g&aes don@es particures mais permeétgalement
de structurer un ensemble de variables trop important.

Les outils inErentiels sont ensuites introduits en insistant tout parécement sur le made
linéaire et ses adaptationségression ligaire simple pour introduire les concepts principaux :
les tests et diagnostics, son extensidia egression lidaire multiple d’'une variabla expliqwee
guantitative par plusieurs autres explicatiggglement quantitatives. Le cas de variables explica-
tives qualitatives est toujours un nigd de type ligaire : ANOVA ou analyse de variance. Enfin
un dernier modle est introduit prenant en compte des variables explicatieasailes. Il s’agit du
mockle mixte.

Ce cours ne couvre pas, loin s’en faugvéntail des techniques statistiques utilisables pour
détecter les gnes pertinents (défentiellement expriis) en relation avec d’autres variables bio-

YElles constituent un ensemble comréarent appé en France “Analyse de Do&es”.



3. Application aux donrees d’expression 7

logiques. Il manque la description des techniques de discrimination classiques (analyse discimi-
nante écisionnelle, &gression logistique) et surtout cellé&centesemergeant la frontére de

la Statistique et de I'Informatique (machine learning) dans le cadre dé&dasi¢hde I'apprentis-

sage (Vapnik 1999). Suppport Vector machine (SVM), bagging, boosting, random forest en sont
les principales reg@sentantes (cf. Hastie et col. 2001 pour une revue ou Besse 2003 pour une
introduction et Baccini et col. (2005) pour une prénei utilisation.

3 Application aux données d’expression

Pour se montrei@aliste et @passer les exemples aéatques pour lesquels tout marche (trop)
bien, les donaes utili€es pour illustrer ce cours sont effectivement des @eard’expression
recueillies dans le cadre duieBomle de Toulouse. Trois exemples de dees transcriptomiques
sont utili€es. Le premier ate obtenu par PCRPplymerase Chain Reactiprles deux suivants
par pucesa ADN sur membrane de nylom@croarray. Dans chaque cas, le nombre dmgs
étudis est limié : entre 36 et 871, alors que 'homme, comme la souris, en comporte environ
30000. Les donkes nous ongte fournies apEs normalisation, de sorte que ce pesbé ne sera
pas abord ici. De néme, les gnes consigiés ayanéte au pealable électionrés, le probtme
de la detection des @nes sur-exprifs (ou sous-expriés) ne sera pas abé@directement, mais
seulemena travers les analyses statistiquesli®es.

3.1 Jeux de donies
Nutrition chez la souris

(T. Pineau, P. Martin, Un& de Pharmacologie-Toxicologie, INRA Toulouse)

Pour cetteetude de nutrition, nous disposons de 40 sowefmrties selon un plaa 2 fac-
teurs (@notypea 2 niveaux et&gimea 5 niveaux) avec 4 observations par cellule. Les mesures
effectiees sont, d’'une part, les mesures d’expression dech@greleges sumacroarray et,
d’autre part, les proportions de 21 acides gras ngesudans le foie.

La question du praticien concerne I'existencecdeélations entre certainsanes ou groupes
de genes et certains acides gragpmatiques

Cet exemple est plus particatement évelop@ au cours des travaux pratiques et joue un
réle defil rouge tout au long de ce document afin d’en illustrer les principaux aspects ou point
de vue. Les &sultats écrits ici sont repris d’'un article (Baccini et col. 2005) qui en font une
analyse relativement exhaustive. C’'est articleaggaratre dans un nugro sgecial du Journal de
La Socéte Francaise de Statistique congaaux donées d’expression.

Obésie humaine
(D. Langin, N. Viguerie, Uné de recherche sur les @biés - INSERM U586, Toulouse)

Pour cetteetude, 50 patient&partis sur 8 sites eurépns onété soumisa 2 iegimes diférents ;
plus ou moins riche en lipides et glucides avearne apport calorique. Nous disposons des expres-
sions de 36 gnes pe-£lectionrés mesues par PCR avant Iégime et au bout de 10 semaines.
Ces dongies sont complées par les relé@s (avant et ags) de quelques paranes cliniques di-
rectement reésa I'amaigrissement (masse, masse grasse...). Cegédgsont par ailleurs trais
par Viguerie et col. (2005).

Le probEme consisté trouver un moéle tenant compte des difents facteurs afin d’en
extraire les @nes diferentiellement expriés.
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Cancer panceatique humain

(H. Laurell, Unite de biologie et pathologie digestive - INSERM U531, Toulouse)

L' étude a pour but d’'agliorer le diagnostic du cancer paaatique dont le pronostic est
tres mauvais. Nous disposons de I'expression de &nkg“sgcifiques” du cancer mesg via
une membrane nylon sur 65 soucheséatihtes : 49 cellules (26 pageatiques, 18 coliques et
5 leu@miques) et 16 tissus (3 pakas normaux et 13 tumeurs). Ces dees sont traites par
Laurell et col. (2005).

L'objectif est dereprésenter au mieux ces dd¥es afin d’en extraire des informations en
termes de groupe deeges et/ou de souches

3.2 Syecificités

Ce cours est@ibérement orierét vers un type particulier de doees qui se caragtise par,
en ¢gréral, un nombre &s important de gnes dont I'expression est obseevsur un nhombre re-
lativement restreint &chantillons biologiques. De facon formelle, le peabke se pose comme
I'observation d’'une variable, éXxpressior{(ou quantié d’ARN messager produite) dans des situa-
tions exg@rimentales croisant deux facteurs : kng et le type @&chantillon biologique (tissus
sain ou pathologique, culture cellulaire ...). Le premier facteur pésemter quelques centaines

voire dizaines de milliers de niveaux tandis que le second, pour des réigdestes de dds, ne
présente engréral que quelques dizaines de niveaux.

Nous nous iréressons dorecl’analyse d'un tableau de dodes dont on cherche des repentations
graphiques pertinentes quantexpression desanes, puis une approche de type “analyse de va-
riance” donnera un autre regard, par des tests, sur la signifieadizet expressions obsées. La
difficulté majeure rencoréte, voire néme le @fi au statisticien, est pégar le nombres deeges
(ou variables) consités au regard du nombreé&thantillon biologiques. Ces valeurs sont en rup-
ture brutale avec les habitudes prises avec des tableaux de taille raisonnable, cerémalegient
jouer un dle dissynétrique aux lignes (“individus”) et colonnes (“variables”) du tableau. Cette si-
tuation induit des difficults importantes tous les niveaux de I'analyse. Il faut notagalement
la presence possible d’autres variables biologiques obssrsur les Emeséchantillons avec le
souci de vouloir comparer ou relier expressions et valeur prises par ces variables.

Dans la plupart des @thodes consg&tées, de nombreux choix sont l&ss I'utilisateur qui
doit les conduire en connaissance de causeauoriner” pour arrived des reggsentation satisfai-
sante, des tests significatifs, compte tenu dege®ri et surtout de ses conditions @&pmentales.
Ces choix doivent bien(s étre conne@sa ceux relatifs aux probmes de normalisation dada
technique de marquageata pesence de “‘gnes” €moins ou calikis sur les biopuces.

3.3 Choix méthodologiques initiaux

Voici une tentative de @sentation syntitique de ces choix. Cette liste n’est sans doute pas
exhaustive, elle devratre compétee avec I'acquisition d’'une meilleure expertise du traitement de
ces donies. Nous pouvonseg insister sur l'indispensable dialogue entre biologiste et statisti-
cien pour ogrer ces choix en connaissance de cause tant sur les aspects techniques que sur leurs
implications biologiques. Ces choix ne pourront bién gas tougtre discués en étail dans le
cadre restreint de ce cours et nous nous proposons d’en illustrer les principaux sur les jeux de
donrées renconés.
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Transformations

Les doniees traiges sont issues des peaitires de normalisation afentes aux techniques de
marquage ou peuvent encore subir des transformations. Voici les plus courantes en pratique :

logarithme cette fonction corrige une distribution de variable trop dissiique (skewness)
et reduit I'influence de grandes valeurs qui pourraiétre atypiques. Ceci se justifie en
consictrant que dans certains $stes naturels, des effets peuvétre moelisés par des
facteurs multiplicatifs pluit qu’additifs.

centrage les doniges se @sentent sous la forme d’'une matrice, il est habituel, par exemple lors
d'une analyse en composantes principalescelarer les colonnes. Chaque variable est
translaée de la valeur de sa moyenne empirique qui devient donc nulle. L'informagien li
a la “moyenne” peuétre utile en soi mais est raremernidinformative : cela concerne I'ex-
pression moyenne d’urége pour toutes les puces ou celle d’'une puce pour toustessg
On verra que ledle des lignes et colonnes ou la distinction entre variables et individus
n’étant pas toujours explicite, il peétre inéressant de prédera un double centragela
fois en lignes et en colonnes du tableau des desn

réduction dans le néme ordre d’iée, I'unie de mesure utilese n’est pas toujourd prendre en
compte surtout si elle change d’une variabl€autre ou encore si les variances sogstr
héterogenes. Poutliminer I'effet des varianceségpendant directement des choix d’'énit
de mesure, il est d'usage deduire c’'esta-dire de diviser par soecart-type chacune des
variables qui deviennent ainsi des quatisans unit Attention, pour des dokes d’ex-
pression, cette transformation n’est pas toujours pertinente. En ran@enarés variances
de genes, les effets de sur ou sous-expressions de certains d’entre-eux sont@meffes.

marges unitaires une autre fagon éliminer une un#& de mesure consiséediviser les lignes (ou
les colonnes) d’un tableau par ses marges ou sommes des valeurs en lignes (ou en colonnes).
C’est la pratique courante lorsque le tableau contient des effectifs : table de contingence et
cela conduita I'analyse des correspondances. Pour les raieéeaglees ci-dessus (sur et
sous expressions), cette approche ne semble pas aggarapr donées d’expression.

rangs lorsque les donges sont parsedes de valeurs atypigues sans qu’aucune transformation
fonctionnelle (logarithme, puissance) ne puisse eenattr les effets, une fagon “brutale”
ou “robuste” de s’en sortir consisteremplacer une valeur par son rang danslgusnce
ordonree. Ceci esh rapprocher des coefficients de &wation calcuds sur les rangs (Spear-
man).

Distances et por&tations

Il peut étre utile d’introduire des potdations sur les lignes ou colonnes du tableau des
donrées. Cette pratique permet de redressegalmantillon lors d’un sondage. Il peut s’agir, par
exemple, déquiliblre 'importance de groupes qui se trouveraient sougsgmésa cause “d’inci-
dents techniques” ou d'affecter des poids rautkes lignes ou colonnes dites alors seppintaires.
lIs n’interviennent pas dans les calculs mais restenessmés dans les graphiques. Pafalit les
poids sontl /n pour les lignes et pour les variables ou colonnes. Chaque ligne (chaque colonne)
est consi@ree comme un vecteur d’'un espace vectoriel muni d’un produit scalaire induisant une
norme euclidienne et donc une distance entre ces vecteur£faat,aette distance est celle clas-
sique dont le ca#& est la somme des cas desecarts entre les coordopes de deux vecteurs.
Introduire des pongrations sur les lignes (les colonnes) condyiondtrer le calcul de cette dis-
tance. La matrice de produit scalaire aséeast alors une matrice diagonale faisant intervenir les
poncerations (leur ca@) sur la diagonale en lieu et place de la matrice identit
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D’autres matrices caees symtriques @finies positives sortgalement utilisables de fagon
plus cerérale. Citons l'inverse de la variancésiduelle ou intra en analyse discriminante, la
matrice diagonale des inverses desgfiences marginales en analyse des correspondances qui
définissent encore des distances euclidiennestieergue la matrice termégeraly/1 — cor (X7, X*)2,
D’autres matrices &finissent des dissemblances entre variables cor(X/, X*) faisant inter-
venir la corglation liraire (Pearson) ou celle caléelsur les rangs (Spearman).

Factorisation et projections

Beaucoup des éthodes prop@es proposent la recherchefdeteursassodesa la construc-
tion de nouvelles variablesdorelbes obtenues par combinaisoreliires des variables initiales
et optimisant un crére : la variance pour I'analyse en composantes principalest¢a@naposition
ainsi obtenue a-t-elle un sens pour les dagsconsidiées ? Combien de facteurs soatassaires
pour "resumer l'information” et fournir des re@sentations graphigues pertinentes des nuages de
points (individus et variables) dans cette nouvelle base ? Sur le plaematique, ces facteurs
sont simplement les vecteurs propres agsoaix plus grandes valeurs propres d’'une matrice (va-
riance, corelation, produits scalaire...) cag synétrique positive relativemerit des netriquesa
définir dans les espaces vectoriels des individus et des variables.

Classification

Une approche classique dans toute discipline scientifique coadate de la taxinomie c’est-
a-direa rechercher des classes homiogs des objetstudies (genesgchantillons biologiques) au
sens d’'un criégre qui se éfinit par une matrice de distances ou dissemblances. Le choix de ce
critere esévidemment gepondtrant pour la signification et I'interptation desé&sultats.

Test multiples

La pratique statistique usuelle viagester une hypoliseH, : le géne considré n'a pas d'ex-
pression diférentielle significative. Cela conduitcalculer unestatistiquede test dont la valeur
est compage aux quantiles de la loi de probal&@Bt(Student ou Fisher) sous-jaceateette statis-
tique. Plus peciment, si la valeur calcéik de la statistique de test est&ripurea una-quantile
(par exempleq = 5%), on dit que I'hypotléseH, est rejeé avec un risque de preéme espce
de5%. EN d’'autres termes et pour cet exemple, nous avons moins de 5 chances sur 100 de nous
tromper en affirmant que leege en question est diffentiellement exprig

Le probEme qui se pose alors est celui dit fmsx positifsdusa la tres grande multiplicé des
tests. En effet, eréalisant simultaement autant de tests que dangs, par exemple 1000, rien que
du fait du hasard, il est naturel de trouver qu’en moye#fie(soit ici 50) des statistique de ces
tests @passent la valeur critique sans pour autant quedeegse soienéellement expriras d’un
point de vue biologique. Ce sont I18% d’erreurs assoés au risque de pregre exgce induisant
donc des faux positifs. Evidemment des correctifs sur les valeurs seuils sonteagpaut tenir
compte de la multiplicé# des tests. Bonferronni est la plus classique mais,dontraignante, elle
semble peu adapea I'étude des doréres d’expression. D’autres approches sont pregesFDR
(false discovery rate, local FDR...) et unedititure tés volumineuse est consaen ce probdme.
L'utilisateur est donc confroitau choix d'une stragie de correction des valeurs critiques. Les
autres corrections, bibliographie.



Chapitre 2

Description statistique elementaire

1 Introduction

I'objectif des outils de Statistique descriptigimentaire est de fournir, si possible graphique-
ment, des&sunés syntietique de ries de valeurs, add@sa leur type (qualitatives ou quantita-
tives), et obser@es sur une population ou échantillon.

Dans le cas d'une seule variable, Les notions les plus classiques sont cellé&did@en
quantile, moyenne, &guence, variancé&cart-type éfinies paralementa des repgsentations
graphiques : diagramme eraton, histogramme, diagrammetsy graphiques cumulatifs, dia-
grammes en colonnes, en barre ou en secteurs.

Dans le cas de deux variables, on €i@ssex la corglation, au rapport de cd@tation ou en-

a differents graphiques comme le nuage de points (scatterplot), les diagramitessphoakles,
les diagrammes de profils ou encore en rimsa.

Les cEfinitions de ces diffrentes notions se trouvent dans n'importe quel ouveiaentaire
de Statistiqug nous nous proposons simplement de rappeler dans ce chapitre certains outils moins
classiques mais efficaces eépents dans la plupart des logiciels statistiques. Cela nous permettra
eégalement d'illustrer les pregriesétapes exploratoiregsréaliser sur un jeu de doass.

2 Decription d’une variable

2.1 Cas quantitatif

Une variable quantitative prend des valeursémat ou eelles, elle est dite alors diste ou
continue. Cette propeie ayant des incidences sur la nature de sa distribution et donc sur les gra-
phiques assoés. Nous nous iBresserons surtout aux variables continues.

La distribution d’un variable statistique quantitative &stungée par diférents indicateurs em-
piriques detendance centralémoyennez = > ; w;z;, médiane) ou delispersion(écart-type
o, intervalle inter-quartiles). D’autres indicateurs stréssend la dissynétrie (skeeness, asséei
au moment d’ordre 3) ou encoad’aplatissement (kurtoses partir du moment d’ordre 4)

Deux graphiques permettent de rendre compéziggment de la nature de la distribution.
La statistique de Kolmogorov est la plus couramment @é#ipour tester I'agquationa une loi
(normale).

Un support de cours accessibléa pagevww-sv.cict.fr/lsp/Besse

11
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FiG. 2.1 —Obesie : Diagramme-btie illustrant la distribution dissy#trique de I'expression d'un
gene.
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FiG. 2.2 —Obésié : Diagrammes-bibes paralkles repésentant simultegment les distributions
de plusieurs gnes.

Diagramme-bie (box-and-whiskers plot)

Il s'agit d’'un graphique #&s simple qui@sume la&riea partir de ses valeurs e&tnes, de ses
guartiles et de sa adiane.

Histogramme

Dans le cas d'ugchantillon, on cherch& approcher par une estimation empirique le graphe
de la densé de la loi tleorique assoéea la population. Lhistogrammeen est un exemple. Une
fois détermirée un @coupage en classes de I'ensemble des valeurs ettpsefices, d’occur-
rences de ces classes, un histogramme est la juxtaposition de rectangles dont les bases sont les
amplitudes des classes coresiEes ¢, = by — by_1) et dont les hauteurs sont les quagit
Je - appetesdensiés de fequencel’aire du /-eme rectangle vaut donfg, fréequence de la

Dy—be_
classe correspondante.
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Fic. 2.3 —Obeésie : Histogramme et estimation fonctionnelle par I&thode du noyau de la
distribution de I'expression d’'unane.

Estimation fonctionnelle

La quali& de I'estimation d’une distribution par un histogramréeend beaucoup dé@édoupage
en classe. Malheureusement, plgue de fournir des classes d’effectiigaux et donc de mieux
répartir 'imprécision, les logiciels utilisent des classes d’amplituélgales et tracent donc des
histogrammes parfois peu r&sentatifs. Ces 20 dedres anaes,a la suite du @dveloppement
des moyens de calcul, sont apparues déthodes d’estimation dite®nctionnellesou non-
paranétriquesqui proposent d'estimer la distribution d’'une variable ou la relation entre deux
variables par une fonction construite point par point (noyaux) ou dans une base de fonctions
splines Ces estimations sont simplagalculer (pour I'ordinateur) maisgnessitent le choix d’'un
parangtre dit delissage

L'estimation de la dengitpar la nethode du noyau se met sous la fornéeagale :
() 1 Zn: K T — x;
T)=—
i nh £ )

ou \ est le pararatre de lissage optinéspar une pragdure automatique qui minimise une ap-
proximation de I'erreur quadratique moyenneémée (norme de I'espade’) ; K est une fonction
symétrique, positive, concave, appehoyaudont la forme pecise importe peu. C’est souvent la
fonction densit de la loi gaussiennéduite :

K(t) = —= exp(—12/2)

1
V2T
qui posgde de bonnes progtes de egularie. Le principe consiste simplemeatassociea
chaque observation urélement de densit de la forme du noyad< et a sommer tous ces
elements. Un histogramme est une version pargécald’estimation dans laquelle &ement de
densi&” est un “petit rectangle” dans la classe de I'observation.

2.2 Cas qualitatif

Par cfinition, les observations d’une variable qualitative ne sont pas des valeugsiques,
mais des caragtistiques, appéksmodali€s Lorsque ces modaéis sont naturellement ordcees
(par exemple, la mention au bac ou une claségel, la variable est diterdinale Dans le cas



14 Chapitre 2. Description statistiqueélementaire

10

06KI
05UM

02FHE
© 08UNOTT
<

12UNAV

09CS
o~
11INSERM
10BHD

o -

02FHE 06KI 09CS 11INSERM

8
1

FIG. 2.4 —Obésié : Diagramme en barres et camembert de@partition des centres.

contraire (par exemple, la profession dans une population de personnes actives ou la situation
familiale) la variable est ditaominale

Les repesentations graphiques que I'on rencontre avec les variables qualitatives sont assez
nombreuses. Les trois plus courantes, qui sont aussi les plus age@ont les diagrammes en
colonnes, en barre, en secteurs. Tous vigemgpesenter la&partition en effectif ou fr)quences
des individus dans les défentes classes ou modatit

3 Liaison entre variables

Dans cette section, on s'eressea I'étude simultage de deux variableX etY. L'objectif
essentiel des éthodes pFsenges est de mettre @évidence uné&ventuelle variation simulté&e
des deux variables, que nous appellerons diaison. Dans certains cas, cette liaison pétre
consicereea priori commecausale une variableX expliquant I'autreY” ; dans d’autres, ce n'est
pas le cas, et les deux variables jouent @ssrsynétriques. Dans la pratique, il conviendra de bien
differencier les deux situations et une liaison n'dinggpas Bcessairement une causaliBont
ainsi introduites les notions de covariance, coefficient detation liraire, egression ligaire,
rapport de coglation, indice de concentration, khi-deux et autres indicateurs qui lui st li
De méme, nous f@sentons les graphiques illustrant les liaisons entre variables : nuage de points
(scatter-plo}, diagrammes-kites parakles, diagramme de profils, tableau de nuageat{er-plot
matrix).

3.1 Deux variables quantitatives
Nuage de points

Il s’agit d'un graphique &s commode pour re@senter les observations simukas de deux
variables quantitatives. Il consisi€onsi@&rer deux axes perpendiculaires, I'axe horizontaléspntant
la variableX et I'axe vertical la variabl@”, puisa repesenter chaque individu obsérpar les co-
ordonrees des valeurs obsées. L'ensemble de ces points donne erégal une iée assez bonne
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FiG. 2.5 -0Obésié : Nuage de points illustrant la liaison @aire entre deux variables biologiques.

de la variation conjointe des deux variables et est @mege On notera qu’on rencontre parfois
la terminologie dadiagramme de dispersiptraduction plus fidle de I'anglaiscatter-plot

Le choix deséchellesa retenir pour &aliser un nuage de points peut €eer ctlicat. D'une
facon ¢erérale, on distinguera le cas de variablesnognes(repiesentant la @me grandeur
et exprinees dans la Bme uni€) de celui des variabld®terogenes Dans le premier cas, on
choisira la némeéchelle sur les deux axes (qui seront donc orthogsjmdans le second cas, il
est recommarglsoit de repgesenter les variables ceddis eteduites sur des axes orthon@snsoit
de choisir degchelles telles que ce soit sensiblement ces variablgsd I'on repesente (c’est en
géréral cette seconde solution qu’utilisent, de facon automatique, les logiciels statistiques).

Indice de liaison

le coefficient de co&lation lirtaire est un indice rendant compte reriquement de la madie
dont les deux variables congi@es varient simult@ément. Il est dfini a partir de la covariance
qui géreralisea deux variables la notion de variance :

coV(X,Y) = Y wilw; — T[yi — 7]

La covariance est une forme biliaire synétrique qui peut prendre toute valeaetle et dont la
variance est la forme quadratique asgéecElle @pend des uréis de mesure dans lesquelles sont
exprimees les variables con&es ; en ce sens, ce n'est pas un indice de liaison “iriguns’.
C’est la raison pour laquelle oréfinit le coefficient de coélation lireaire (parfois appélcoeffi-
cient de Pearson ou de Bravais-Pearson), rapport entre la covariance et le proécétrtes/pes :

cov(X,Y)

corr(X,Y) =
oxX0y
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Le coefficient de co@lation estegala la covariance des variables cé&es et eduites res-
pectivement assoeesa X etY :cor(X,Y) = cov(X z Y- y) Par conéquent, corX,Y) est
indépendant des ui@s de mesure d& et deY. Le coeff|C|ent de codalation estsynétrique et
prend ses valeurs entre -1 et +1.

3.2 Une variable quantitative et une qualitative
Notations

Soit X la variable qualitative cons@iée, suppasear modali€s noées
TlyevesTpy.n, Tp

et soitY la variable quantitative de moyengeet de variance?.. Désignant paf) I' échantillon
consickre, chagque modaétz, de X définit une sous-population (un sous-ensemblgde 2 :
c’est 'ensemble des individus, supg@sspour simplifier de poide; = 1/n et sur lesquels on a
obsene z,; on obtient ainsi ungartition de Q2 enm classes dont nous noterons, . . ., n,, les
cardinaux (avec toujours_,” , ny = n, o n = card()).

Consickrant alors la restriction d& a2, (I = 1,...,m), on peut @finir la moyenne et la
variance partielles d¥& sur cette sous-population ; nous les noterons respectlve;memﬁ X
= Y Ye;
= — ws; y
Ye e )
w; €EQp
2 1
op=— > [YV(w) -7
ny
BASY)

Boites paralkles

Une facon commode de réggenter les dor@es dans le cas deetude simultage d'une va-
riable quantitative et d’'une variable qualitative consistéaliser des bites parakles; il s’agit,
sur un niéme graphique détd’'uneéchelle unique, de repsenter pouY” un diagramme-kite pour
chacune des sous-populatiorédidies parX. La comparaison de cesies donne une &k assez
claire de l'influence deX sur les valeurs d¥, c’esta-dire de la liaison entre les deux variables.

Formules de dcomposition

Ces formules indiquent comment secomposent la moyenne et la variancé&dsur la parti-
tion définie parX (c’est-a-dire comment €crivent ces caragtistiques en fonction de leurs valeurs
partielles) ; elles sontétessaires pouéfinir un indice de liaison entre les deux variables.

_ 1
y = - neYe
(=1
T
o 1 S 2 _ 2 2
oy = - ne(e — ) + nanoz =op+ogp.
=1 =1

Le premier terme de la&tomposition deri, not 0%, est appd variance expligée (par la
partition, c'esta-dire parX) ou variance inter(between); le second terme, 'a@;tf%, est appdd
variance gsiduelleou variance intra(within).
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FIG. 2.6 —Obésié : diagrammes-hites paralkles illustrant les dirences de distribution des
expressions d’'uné@ne avant et a@rs regime.

Rapport de corélation

Il s'agit d’'un indice de liaison entre les deux variabléstY qui est dfini par :

o2

_ E .
Sy/x = 52
Y

X etY n’étant pas de Bme naturesy, x n'est pas syretrique et erifie 0 < sy, x < 1. Cet
encadrement&toule directement de la formule deamposition de la variance. Les valeurs 0 et
1 ont une signification partic@re ineressante.

3.3 Deux variables qualitatives
Notations

On consi@re dans ce paragraphe deux variables qualitatives @esesimulta@ment sum
individus. On suppose que la prame, noke X, pos&der modaligés noéeszy, ..., 2y, ..., oy,
et que la seconde, regY’, posgdec modalies nokesyi, ..., yn, ..., Ye.

Ces donges sont grsenges dans un tableaudouble ente, appdl table de contingenge
dans lequel on dispose les modaditdeX en lignes et celles d¥ en colonnes. Ce tableau est
donc de dimension x c et a pouelement g@rérique le nombre;, d’observations conjointes des
modali€sx, de X ety, deY ; les quantiésn,, sont appedes leeffectifs conjoints

Une table de contingence se&epente donc sous la forme suivante :

| [ wo [--- ] wn [--- ] ye | Sommes|
Ty Nyt |~ | Mn | -~ | Nie ni4
Ty Mooy | o | M | 0 | Mye e+
Ly 23! C Nyrp | -0 Ny Ny

sommes| nyy [ [ngn [ [nge [ n
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Les quantiésny (¢ = 1,...,7) etnyp(h = 1,...,c) sont appedes leseffectifs margi-
naux; ils sont cefinis parng, = >, _; ne, €tng, = >y ney, etils verifientd ), ng =
> .1 n+n = n. De fagon analogue, on peugfihir les notions de &quences conjointes et de
frequences marginales.

Repésentations graphiques

On peut envisager, dans le cas dadde simultage de deux variables qualitativesadapter
les graphiques psenés dans le cas unidimensionnel : cdcdupe chaque partie (colonne, par-
tie de barre ou secteur) ré&zentant une modaditde I'une des variables selon les effectifs des
modalieés de l'autre. Mais, de facoregerale, il est plus approgide Ealiser des graphiques
repesentant des quarés tes utiles dans ce cas et que I'on appellediesils.

Indices de liaison

Lorsque tous les profils-lignes so@agaux, ce qui esktquivalenta ce que tous les profils-
colonnes soierttgaux et que

V(6,R) € {1,....r} x {1,...,¢} ;neh:%,

on dit qu'il n’existe aucune forme de liaison entre les deux variables ceegiglX etY . Par suite,
la mesure de la liaison va se faire evaluant |ecart entre la situation obsé@w et 1état de non
liaison cefini ci-dessus.

Khi-deux

Il est courant en statistigue de comparer une table de contingence @hs#pffectif conjoint
géreriquenyy,, a une table de contingence d@era priori (et appékstandard, d’effectif conjoint
gérériquesyy,, en calculant la quanét

i i (nen — sen)?
=1 h=1 Sth

De fagon naturelle, pour mesurer la liaison sur une table de contingence, on utilise donc I'indice
appeé khi-deux (chi-square) egfini comme suit :

NyLNn
v (ng — Mf Pl 2
XQZZZ n€+nﬁz =n Zzn ZL -1
(=1 h=1 - (=1 h=1 EHth

Le coefficienty? est toujours positif ou nul et il est d’autant plus grand que la liaison entre les
deux variables consiées est forte. Malheureusement,é8pbgnd aussi des dimensianstc de la
tableétudie, ainsi que de la taille de I'échantillon obse®; en particulier, il n’est pas majer
C’est la raison pour laquelle on &fihi d’autres indices, &is au khi-deux, et dont I'objectif est de
palier ces éfauts.

Autres indicateurs

Nous en citerons trois.2
e Lephi-deux ®* = X |l ne dépend plus de, mais d&pend encore deet dec.
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e Le coefficientl’ de Tschuprow :

On peut erifier:0<T < 1.
e Le coefficient C de Cramer :

avec :d = inf(r, ¢). On vérifie maintenant0 <7 < C < 1.

4 \ers le cas multidimensionnel

L'objectif des prochains chapitres de ce cours est d’exposer les techniques de la statistique
descriptive multidimensionnelle. Or, sans coitrgaces techniques, il se trouve qu’il est possible
de cebuter une exploration de doees multidimensionnelles en adaptant simplement &Ethodes
déejaétudiees.

4.1 Matrices des covariances et des cagtations

Lorsqu’on a obset simultagment plusieurs variables quantitativps/@riablesp > 3) sur
le mémeéchantillon, il est possible de calculer d'une part les variances de toutes ces variables,
d’autre part Ies@ covariances des variables prises daweux. L'ensemble de ces qua@sit
peut alorsétre dispoé dans une matrice cée (p x p) et synétrigue, comportant les variances
sur la diagonale et les covariancekextérieur de la diagonale ; cette matrice, aggainatrice des
variances-covariances (ou encore matrice des covariances) seesnélle sera utilige par la
suite, mais n'a pas d’interptation conaete. Notons gu’il est possible dénfier queS est semi
définie positive.

De la néme margre, on peut construire la matrice sgmquep x p, comportant des 1 sur
toute la diagonale et, en dehors de la diagonale, les coefficients @dation lintaire entre les
variables prises deuxdeux. Cette matrice est appelmatrice des catlations, elle estgalement
semi cefinie positive, et nous la noterois Elle est de lecture commode et indique quelle est la
structure de coélation des variablestudiées.

4.2 Tableaux de nuages

NotonsX', ..., X? lesp variables quantitatives congiges ; on appelle tableau de nuages le
graphique obtenu en juxtaposant, dans une sorte de matriéegarp, p> sous-graphiques ; cha-
cun des sous-graphiques diagonaux est reldlifne deg variables, et il peut s’agir, par exemple,
d’'un histogramme ; le sous-graphique figurant dans le bloc d'indicg),; # j', est le nuage
de points eali® avec la variablé{’ en abscisses et la variahl&’’ en ordonges. Dans certains
logiciels anglo-saxons, ces graphiques sont d&gsgllom(Scatter PLOt Matrix). Le tableau de
nuages, avec la matrice des @bations, fournit ainsi une vision globale des liaisons entre les
variablesetudies.

5 Problemes

Les quelques outils de ce chapitre permettéja de se faire une presre icke d'un jeu de
donrees mais surtout, engalablea toute analyse, ils permettent de s’assurer de la fialdlks
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FIG. 2.7 — Olgsié : La simple transformatioridg(x)), de I'expression d’un éne, esout bien
les probémes poss par I'allure “log-normale” de sa distribution avec son €get de valeurs aty-
piques.

donrées, de rerer des valeurs ex@mes atypiquegventuellement des erreurs de mesures ou de
saisie, des incdrences de codage ou d’unit

Les erreurs, lorsqu’elle sonédekes, conduisent naturellement écassairemerit leur cor-
rection oua I'élimination des donges douteuses mais d’autres parhés pouvant appdtee n'ont
pas toujours de solutior&videntes.

e Le mitage de I'ensemble des ddras ou absence de certaines valeurs en fait partie. Faut-il
supprimer les individus incrim@s ou les variables ? Faut-il corgpgr, par une magisation
et p@vision partielles, les valeurs manquantes ? Les solutiépsrtient du taux de va-
leurs manquantes, de lewpartition (sont-elles ahtoires) et du niveau de é&vhnce des
méthodes qui vongtre utiliges.

e La présence de valeurs atypiques peut influenégerement des estimations deéthodes
peu robustes car bass sur le caerd’'une distance. Ces valeurs sont-elles des erreurs ? Sinon
faut-il les conserver en transformant les variables ou en adoptant &b®ades robustes
bages sur deécarts absolus ?

e Méme sans hypotise explicite de normaétdes distributions, il est pferable d’avoir af-
faire a des distributions relativement sgtriques. Une transformation des variables par
une fonction monotone (log, puissance) est hautement recon&maafoh d’argliorer la
symétrie de leur distribution ou encore pourdéariser (nuage de points) la nature d’'une
liaison.

6 Exemple : nutrition chez la souris

Comme annor&en introduction, ce jeu de doees est repris dans chaque chapitre. Dans cet
exemple, la refdrsentation des diagrammes efités pour les souris, ordoaas selon le gnotype
et le legime suivi (Fig2.8) ne donne a priori aucune tendancédafique sur le comportement de
I'ensemble desé@nes. Cette repsentation atteste de la qualite la production et de @traitement
des donies. En effet, celles-ci oi@é recueillies en utilisant une membrane par souris; ainsi,
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une quelconque anomalie sur un support, affectant I'ensemble des mesures ralatieesouris
particuliere, appafidrait necessairement sur cette repentation. Notons seulement que quelques
genes atypiques, facilement Epbles sur la figur2.9 comme les plus surexprigs, se retrouvent
dans les valeurs ex@mes pour chaque souris sur la figaré.
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FiG. 2.8 —Souris : iagrammes en ftes pour les 40 souris. La ligne verticale &paisse gpare
les souris selon leuré@&notype. Les lignes verticales et finéparent les souris selon l&gime
gu’elles ont suivi. La ligne horizontale repsente la radiane de I'ensemble des valeurs.

Les diagrammes en ktes pour chaqueane (Fig.2.9) réwelent des gnes dont I'expression
est, sur 'ensemble des souris, nettementeddhtes des autres (par exemd6SR, apoA.l
apoE). Les genes des ARN ribosomiques comma &SR (ARN 16s ribosomique mitochondrial),
présentent, dans toutes les cellules de I'organisme, des niveaux d’'expressiéley@agjue tous
les genes codant des ARN messagers. Ces ARN servent e &faraduction des ARN messagers
en proéines. Par ailleurs, on peut constater que les expressions de cegta@ss/grient beaucoup
plus que d’autres sur I'ensemble des souris (par exerRplS, S14 et THIOL). Pour ces derniers
genes, on peut supposer qu’'une part de cette varial@t due aux facteurs consiéls, ce que
nous essaierons de confirmer par la suite au moyen de techniques elésatamh.

L'intérét de ces ref@sentationsaside davantage dans la vision sytiue qu’elles offrent
gue dans l'information biologique que I'on peut en extraire. Elles nous orieagaiément dans
les premiers choix &thodologiques établir avant de poursuivre I'analyse. En effet, leftd®
relativesa la distribution des @nes mettent clairement é@vidence un certain nombre derges
dont I'expression est sy&@tatiguement su@rieurea celle des autres, quelles que soient les condi-
tions exg@rimentales. De plus, la variabéitle ces expressions est, le plus souvess, faible. Ce
constat nous conduit effectuer un centrage desrges (en colonnes), afinéViter un effet taille
lors de la mise en ceuvre de techniques factorielles. En revanche, rien dans essntpions
ne nous poussa centrer le€chantillons (en lignes), ce qui, par ailleurs, ne se justifierait pas
sur le plan biologique. En effet, nous travaillons sur des @desracquises via des pucésiges
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FiG. 2.9 —Souris : diagrammes en ftes pour les 120@nes. Quelqueseges particuliers ongte
étiqueés.

sur lesquelles lesames consigies ontéte pe<lectionres et sont donc, a priori, potentielle-
ment differentiellement exprigs dans les conditiorigudies. Un centrage déshantillons serait
susceptible de cacher desgplonenes biologiques. Ce raisonnement ne tiendrait pas pour une
experimentation pangnomique, @ I'on pourrait supposer que globalement léngs s’expriment

de la néme fagon et que les surexp@sicompensent les sous-expesn



Chapitre 3

Analyse en Composantes Principales

1 introduction

Lorsqu’onétudie simultaement un nombre important de variables quantitatives (ne serait-ce
que 4!), comment en faire un graphique global ? La diffeeuient de ce que les individ@udies
ne sont plus re@senés dans un plan, espace de dimension 2, mais dans un espace de dimension
plus importante (par exemple 4). L'objectif de ’Analyse en Composantes Principales (ACP) est
de revenira un espace de dimensiogduite (par exemple 2) erefbrmant le moins possible la
réalite. Il s’agit donc d’'obtenir le@sung le plus pertinent possible des dées initiales.

C’est la matrice des variances-covariances (ou celle deglatons) qui va permettre de
réaliser ce@sunt pertinent, parce qu’on analyse essentiellement la dispersion desssdaronsidrées.
De cette matrice, on va extraire, par un frde mattfematique aéquat, les facteurs que l'on re-
cherche, en petit nombre. lls vont permettre @aliser les graphiquessdiies dans cet espace de
petite dimension (le nombre de facteurs retenus),&tarchant le moins possible la configuration
globale des individus selon I'ensemble des variables initiales (ainsi reegdaar les facteurs).

C’est I'interpietation de ces graphiques qui permettra de comprendre la structure désslonn
analyges. Cette interptation sera guiek par un certain nombre d'indicateurs rariques, ap-
peks aides I'interprétation, qui sontd pour aider I'utilisateua faire I'interpitation la plus juste
et la plus objective possible.

L'analyse en Composantes Principales (ACP) est un grand classique de I""analyse desstionn
en France pour &tude exploratoire ou la compression d’un grand tableaw de donees quan-
titatives. Le livre de Jolliffe (2002) enédaille tous les aspects et utilisations de fagcon exhaus-
tive. Elle est introduite ici comme I'estimation des pagdres d’'un modle, afin de peciser la
signification statistique degsultats obtenus. LACP est introduite d’abord intuitivemarita-
vers I'etude de donges fictiveselementaires. Elle est ensuite plustaillee d’'un point de vue
méthodologique et illusée par deux jeux de doéas Le premier est constitildles moyennes sur
dix ans des temgratures moyennes mensuelles de 32 villes frangaises. La matrice iXitegée
donc (32 x 12). Les colonnes sont I'observati@ndifféerents instants d'une &me variable. Le
deuxiéme jeu concerne des expressions élecg.

L'ACP joue dans ce cours urdle central; cette #gthode sert de fondementéttrique aux
autres nethodes de statistigue multidimensionnelle dfeegoriellesqui en apparaissent comme
des cas particuliers. Cetteatihode est donetudiee en @tail et aborée avec difrents niveaux de
lecture. La prengire section @sente les grands principes de fac@s@&émentaire, voire intuitive,
tandis que les suivantes explicitent les expressions matriciellegsidtats.

23



24 Chapitre 3. Analyse en Composantes Principales

2 Préesentationelementaire de 'ACP

2.1 Lesdonrees

Consicerons les notes (de & 20) obtenues par &leves dans 4 disciplines (méthatiques,
physique, francais, anglais) :

MATH | PHYS | FRAN | ANGL
jean 6.00| 6.00 5.00 5.50
alan 8.00| 8.00 8.00 8.00
anni 6.00 7.00| 11.00 9.50
moni 14.50| 14.50| 15.50| 15.00
didi 14.00| 14.00| 12.00| 12.50
andr 11.00| 10.00 5.50 7.00
pier 550| 7.00| 14.00| 11.50
brig 13.00| 12.50 8.50 9.50
evel 9.00| 9.50| 12.50| 12.00

Nous savons comment analys&paément chacune de ces 4 variables, soit en faisant un
graphique soit en calculant de€sunés nungriques Nous savonggalement qu’on peut regarder
lesliaisons entre 2 variable@ar exemple ma#imatiques et francais), soit en faisant un graphique
du type nuage de points, soit en calculant lengfficient de coglation linéaire, voire en galisant
la régressiorde 'une sur l'autre.

Mais comment faire unétude simultage des 4 variables, ne serait-ce qu'ealisant un gra-
phique ? La difficulé vient de ce que les individus (lé&ves) ne sont plus refsenés dans un
plan, espace de dimension 2, mais dans un espace de dimension 4 (etaatwaraéris par
les 4 notes qu'il a obtenues). L'objectif de I'’Analyse en Composantes Principales est de aevenir
un espace de dimensioaduite (par exemple, ici, 2) erefbrmant le moins possible |&alit. ||
s’agit donc d’obtenite résuné le plus pertinentles donges initiales.

2.2 Resultats preliminaires

Tout logiciel fournit la moyenne, &cart-type, le minimum et le maximum de chaque variable.
Il s’agit donc, pour l'instant, dtudes univaBes

Statistiques el ementaires
Variable Moyenne Ecart-type Minimum Maximum
MATH 9.67 3.37 5.50 14.50
PHYS 9.83 2.99 6.00 14.50
FRAN 10.22 3.47 5.00 15.50
ANGL 10.06 2.81 5.50 15.00

Notons au passage la grande hognggite des 4 variables congtes : néme ordre de gran-
deur pour les moyennes, lésarts-types, les minima et les maxima.

Le tableau suivant est lmatrice des cor@lations Elle donne les coefficients de célation
linéaire des variables prises deauxleux. C'est une successioradalyses bivaées constituant
un premier pas versdnalyse multivage
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Coefficients de corr elation

MATH PHYS FRAN ANGL

MATH 1.00 0.98 0.23 0.51
PHYS 0.98 1.00 0.40 0.65
FRAN 0.23 0.40 1.00 0.95
ANGL 0.51 0.65 0.95 1.00

Remarquons que toutes les @ations lireaires sont positives (ce qui signifie que toutes
les variables varient, en moyenne, dans Enme sens), certainétant tes fortes (0.98 et 0.95),
d’autres moyennes (0.65 et 0.51), d’autres enfingplfatibles (0.40 et 0.23).

2.3 Reésultats genéraux

Continuons l'analyse par celui de taatrice des variances-covariancesmatrice de rame
nature que celle des cétations, bien que moins “parlante” (hous verrogsmmoins plus loin
comment elle est utilse conceétement). La diagonale de cette matrice fournit les variances des
4 variables consigtées (on notera qu’au niveau des calculs, il est plus commode de manipuler la
variance que Bcart-type ; pour cette raison, dans de nombreugtsades statistiques, comme en
A.C.P., on utilise la variance pour prendre en compte la dispersion d’'une variable quantitative).

Matrice des variances-covariances

MATH PHYS FRAN ANGL
MATH 11.39 9.92 2.66 4.82
PHYS 9.92 8.94 4.12 5.48
FRAN 2.66 4.12 12.06 9.29
ANGL 4.82 5.48 9.29 7.91

Lesvaleurs propreslonrees ci-dessous sont celles de la matrice des variances-covariances.

Valeurs propres ; variances expliqu ees

FACTEUR VAL. PR. PCT. VAR. PCT. CUM.

1 28.23 0.70 0.70

2 12.03 0.30 1.00

3 0.03 0.00 1.00

4 0.01 0.00 1.00
40.30 1.00

Interprétation

Chagque ligne du tableau ci-dessus corresgoade variable virtuelle (val lesfacteurg dont
la colonnevaL . PR. (valeur propre) fournit la variance (en fait, chaque valeur propré&semnte la
variance du facteur correspondant). La coloro& VAR, ou pourcentage de variance, correspond
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au pourcentage de variance de chaque ligne par rapport au total. La celonmam. repésente
le cumul de ces pourcentages.

Additionnons maintenant les variances des 4 variables initiales (diagonale de la matrice des
variances-covariances)1.39 + 8.94 + 12.06 + 7.91 = 40.30. La dispersion totale des individus
consicerés, en dimension 4, est airégjalea 40.30.

Additionnons par ailleurs les 4 valeurs propres obten@823+12.03+0.03+0.01 = 40.30.
Le nuage de points en dimension 4 est toujours &nm et sa dispersion globale n'a pas clang
Il s’agit d’'un simple changement de base dans un espace vectoriel. C'égtaldition de cette
dispersion, selon les nouvelles variables que sont les facteurs, ou composantes principales, qui se
trouve modifée : les 2 premiers facteurs restituargux seuls la quasi-totaide la dispersion du
nuage, ce qui permet dégliger les 2 autres.

Par congéquent, les graphiques en dimension 8genés ci-dessousesument presque par-
faitement la configurationéelle des dones qui se trouvent en dimension 4 : I'objectégung
pertinent des dorée en petite dimension) est donc atteint.

2.4 Resultats sur les variables

Le résultat fondamental concernant les variables est le tableacodesations variables-
facteurs. Il s’agit des coefficients de caation lingaire entre les variables initiales et les facteurs.
Ce sont ces cogtations qui vont permettre de donner un sens aux facteurs (de les&teeypr

Corr elations variables-facteurs

FACTEURS --> F1 F2 F3 F4
MATH 0.81 -0.58 0.01 -0.02
PHYS 0.90 -0.43 -0.03 0.02
FRAN 0.75 0.66 -0.02 -0.01
ANGL 0.91 0.40 0.05 0.01

Les deux prengires colonnes de ce tableau permettent, tout d'aborcdaliser legraphique
des variablegversion SAS) don@ ci-dessous.

Mais, ces deux colonnes permettégalement de donner une signification aux facteurs (donc
aux axes des graphiques).

On notera que les deux deenés colonnes ne seront pas uéiis puisqu’on ne retient que deux
dimensions pour interpter I'analyse.

Interprétation

Ainsi, on voit que le premier facteur est celé positivement, et assez fortement, avec chacune
des 4 variables initiales : plus w@ieve obtient de bonnes notes dans chacune des 4 disciplines,
plus il a un scor&lewe sur I'axe 1 ; eciproquement, plus ses notes sont mauvaises, plus son score
est regatif. En ce qui concerne I'axe 2, il oppose, d’'une part, le francais et I'anglai€lgtoons
positives), d’autre part, les mamatiques et la physique (célations regatives). Il s’agit donc
d’'un axe d’opposition entre disciplines étiaires et disciplines scientifiques, surtout margar
I'opposition entre le francais et les méathatiques. Cette inter@ation peuttre peci€e avec les
graphiques et tableaux relatifs aux individus que noésgmtons maintenant.
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Fic. 3.1 —Repgsentation des variables
2.5 Resultats sur les individus
Le tableau ci-dessous contient tous lesultats importants sur les individus.

Coordonn ees des individus ; contributions ; cosinus carr es

POIDS FACT1 FACT2 CONTG CONT1 CONT2 COSCA1l COSCA2

jean 0.11 -8.61 -1.41 20.99 29.19 1.83 0.97 0.03
alan 0.11 -3.88 -0.50 4.22 5.92 0.23 0.98 0.02
anni 0.11 -3.21 3.47 6.17 4.06 11.11 0.46 0.54
moni 0.11 9.85 0.60 26.86 38.19 0.33 1.00 0.00
didi 0.11 6.41 -2.05 12.48 16.15 3.87 0.91 0.09
andr 0.11 -3.03 -4.92 9.22 3.62 22.37 0.28 0.72
pier 0.11 -1.03 6.38 11.51 0.41 37.56 0.03 0.97
brig 0.11 1.95 -4.20 5.93 1.50 16.29 0.18 0.82
evel 0.11 1.55 2.63 2.63 0.95 6.41 0.25 0.73

On notera que chaque individu régente Elément sur 9, d'0 un poids (une por&tation) de
1/9 = 0.11, ce qui est fourni par la pregiie colonne du tableau ci-dessus.

Les 2 colonnes suivantes fournissent les cooréesrdes individus (lesleves) sur les deux
premiers axes (les facteurs) et ont donc permisdéser legraphique des individus Ce dernier
permet de pEciser la signification des axes, donc des facteurs.

Interprétation

On peut ainsi voir que 'axe 1 repsente le&sultat d’ensemble dédeves (si on prend leur
score — ou coordor@e — sur I'axe 1, on obtient le&me classement que si on prend leur moyenne
géreérale). Par ailleurs, &leve “le plus haut” sur le graphique, celui qui a la coordemia plus
éleee sur I'axe 2, est Pierre dont lessultats sont les plus contrasten faveur des disciplines
littéraires (14 et 11.5 contre 7 et 5.5). C'est exactement le contraire poué Audobtient la
moyenne dans les disciplines scientifiques (11 et 10) maisdettats tes faibles dans les disci-
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FiG. 3.2 —Donrges fictives : Repisentation des individus

plines literaires (7 et 5.5). On notera que Monique et Alain ont un score voisin de 0 sur I'axe 2
car ils ont desésultats tes homognes dans les 4 disciplines (maiges niveaux &s distincts, ce
gu'a deja re\elé I'axe 1).

Les 3 colonnes suivantes du tableau fournissentcdesributions des individusa diverses
dispersions CONT1 etcONT2 donnent les contributions des individua variance selon les axes
1 et 2 (rappelons que c’est la variance qui ca@ase la dispersion)GONTG les contributions la
dispersion en dimension 4 (il s'agit de ce que I'on appeileftie du nuage deéleves ; la notion
d’inertie geréralise celle de variance en dimension quelconque, la var&aoétoujours relative
a une seule variable). Ces contributions sont fournies en pourcentages (chaque colonn@ somme
100) et permettent de reger les individus les plus importants au niveau de chaque axe (ou du
nuage en dimension 4). Elles servent énggala affiner I'interpétation desésultats de I'analyse.

Ainsi, par exemple, la variance de l'axe 1 vaut 28.23 (pegmivaleur propre). On peut la
retrouver en utilisant la formule definition de la variance :
9

1
1 1\2
Var(€') = g ()
=1
(il faut noter que, dans une A.C.P., les varial@tant centees, il en va de Bme pour les facteurs ;
ainsi, la moyenne d€'* est nulle et n’appattpas dans la formule de la variance). La coordann
de Jean (le premier individu du fichier) sur I'axe 1 valit= —8.61; sa contribution est donc :

$(—8.61)?

100 = 29.19 %.
9893 x 100 9.19 %

A lui seul, cet individu repesente prs de 30 % de la variance : il esépondrant (au réme titre
gue Monique) dans laédinition de I'axe 1; cela provient du fait gqu'il a I&sultat le plus faible,
Monique ayanta I'oppo<, le sultat le meilleur.

Enfin, les 2 derriires colonnes du tableau sont des cosinugsayui fournissent la (* quaét
de la repéesentation *) de chaque individu sur chaque axe. Ces qaatiadditionnent axe par
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axe, de sorte que, en dimensiorExelyne est refsenkea 98 % (0.25 + 0.73), tandis que les 8
autres individus le sorit 100 %.

Lorsqu’on consiére les donees initiales, chaque individu (chaqgéléve) est refseng par
un vecteur dans un espace de dimension 4&ksents — ou coordo@es — de ce vecteur sont
les notes obtenues dans les 4 disciplines). Lorsquesome les dorées en dimension 2, et donc
gu’on les repesente dans un plan, chaque individu est alor&sgmé par la projection du vecteur
initial sur le plan en question. Le cosinus @relativement aux deux preames dimensions (par
exemple, pouEvelyne, 0.98 ou 98 %) est celui de I'angle fdpar le vecteur initial et sa projec-
tion dans le plan. Plus le vecteur initial est proche du plan, plus I'angle en question est petit et plus
le cosinus, et son cdrsont proches de 1 (ou de 100 %) : la esgmntation est alorsss bonne. Au
contraire, plus le vecteur initial est loin du plan, plus I'angle en question est grand (proche de 90
deges) et plus le cosinus, et son &rsont proches de 0 (ou de 0 %) : la kegEntation est alors
tres mauvaise. On utilise les casrdes cosinus, parce qu'ils s'additionnent suivant legmdifftes
dimensions.

3 Représentation vectorielle de donées quantitatives

3.1 Notations

Soit p variables statistiqueséelles X’ (j = 1,...,p) obsenées surn individusi (i =
1,...,n) affecés des poids); :

n
Vi=1,...,n 1w; > OetZwizl;
1=1
Vi=1,...,n :2) = XJ(i), mesure deX’ sur lei® individu.

Ces mesures sont regrags dans une matriée d’ordre (n x p).

’ HXl“XJ“XP‘
i || = x] a®
I A R A

o A chaque individu est assoé le vecteuik; contenant la-eme ligne dé&X mise en colonne.
C’est unélement d’un espace vectoriel #at de dimensiorp ; nous choisissons Rmuni
de la base canoniquget d’une netrique de matric®1 lui conférant une structure d’espace
euclidien :E est isomorphaé (R?, £, M); E est alors appélespace des individus

e A chaque variableX’ est assoéi le vecteurx’ contenant laj-eme colonnecentiée (la
moyenne de la colonne est retragela toute la colonne) d&X. C’est unélement d’'un
espace vectoriel netF’ de dimensiom ; nous choisissons Rmuni de la base canonique
F et d’'une nétriqgue de matric® diagonale depoidslui conférant une structure d’espace
euclidien : F estisomorphé (R", 7, D) avecD = diag(w, ..., w,); F est alors appél
espace des variables
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3.2 Interprétation statistique de la netrique des poids

L'utilisation de la nétrique des poids dans I'espace des variabl@®nne un sensés parti-
culier aux notions usuelle€éinies sur les espaces euclidiens. Ce paragraphe eétpgarchettant
de fournir les intergtations en termes statistiques des p&ipsi et ésultats matbmatiques.

Moyenne empirique d&7 : 27 = (Xel,1,), = ¢/’ X'D1,,.
Barycentre des individus : X = X'Di,.

Matrice des donges cengres : X = X-1,%.

Ecart-type deX : 7, = (x'Dx)V2 =%,

Covariance deX’ et X* : x7' Dx* = (x7,x").

Matrice des covariances: S = " wi(x; —X)(x; — X)) = X DX.
Corrélation deX’ et X* : ey cos Op (x7, x").

<7 1 [ ||

Attention : Par souci de simplidit des notations, onégigne toujours pax’ les colonnes de la
matricecentree X. On consi@re donc que des vecteurs “variables” sont toujours esntr

Ainsi, lorsque les variables sont cedds et refrsenées par des vecteurs de:
e lalongueurd’un vecteur regsente urecart-type
e le cosinusd’un angle entre deux vecteurs répente uneorrélation

3.3 La méthode

Les objectifs poursuivis par une ACP sont :
¢ la repésentation graphique “optimale” des individus (lignes), minimisant &srchations
du nuage des points, dans un sous-espaage dimensiony (¢ < p),
¢ larepesentation graphique des variables dans un sous-espaceexplicitant au “mieux”
les liaisons initiales entre ces variables,
e la réduction de la dimension (compression), ou approximatioX gear un tableau de rang
q (g <p).
Les derniers objectifs permettent d'utiliser 'ACP comméaiablea une autre techniquegferant
des variables orthogonaleg@ression lieaire) ou un nombreéduit d’entées (eseaux neuro-
naux).

Des arguments de typ@&gnetrique dans la liirature francophone, ou bien de type statistique
avec hypotkses de normaétdans la littrature anglo-saxonne, justifient lafahition de I'ACP.
Nous adoptons ici une optique integdiaire en seaferanta un moele “allegg” car ne ecessitant
pas d’hypotkese “forte” sur la distribution des observations (norngaliPlus peciment, 'ACP
admet deséfinitionséquivalentes selon que I'on s'attachka repésentation des individua,celle
des variables ou encoéeleur repesentation simultae.

4 Modele

Les notations sont celles du paragraph&apdent :

e X désigne le tableau des daws issues de I'observation gevariablesquantitatives X7
surn individusi de poidsw;,

e F estl'espace des individus muni de la base canonique et déttagoe de matric@,

e F' est I'espace des variables muni de la base canonique et detfmune des poid® =
diagwy, . .., wy).
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FiG. 3.3 — Principe de '’ACP dans I'espace des individus avec3.

De facon @rérale, un modle secrit :
Observation = Modéle -+ Bruit

assorti de diftrents types d’hypo#ises et de contraintes sur le rataet sur le bruit.

En ACP, la matrice des doées est suppésétre issue de I'observation devecteurs @atoires
indépendantgxy, ..., x,}, de néme matrice de covarianeéT, mais d’esprances diffrentes
z;, toutes contenues dans un sous-espace affine de dimengjoa p) de E. Dans ce moéle,
E(x;) = z; estun paramtre sg@cifique attacha chaque individu et appet effet fixe Ceci sécrit
en ’esune :

{x;;i=1,...,n}, nvecteurs @atoires indpendants d&,
. E(g;) =0, var(g;) = o°T
= Z; Lt =1,... \Y o L, ] A
= m et =L nd ec{ o > 0inconnu,I’ réguliére et connue, S

JA,, sous-espace affine de dimensipde £ tel quevi,z; € A, (¢ < p).

Soitz = Y ;" , w;z,. Les hypotfses du motle entrénent quez appartient A,. Soit doncE, le
sous-espace vectoriel dede dimensiony tel que :

A =7+ E,.

Les pararetresa estimer sont alord, et z;,i = 1,...,n, éventuellement ; z; est la part
syseématique, oeffet suppoge de rang ; €liminer le bruit revient dona réduire la dimension.

4.1 Estimation
PROPOSITION3.1 — L'estimation des paraétres de 8.1) est fournie par 'ACP déX, M, D)

c’esta-dire par la cecomposition en valeurs singaites dg(X, M, D) :

q
Zy= > N/ ubv = U A2V
k=1



32 Chapitre 3. Analyse en Composantes Principales

e Lesu* sont les vecteurs proprd-orthonornés de la matricXMX D assocés aux va-
leurs propres\;, rangees par ordre&troissant.

e Lesvy, appeésvecteurs principauxsont les vecteurs propréd-orthonornés de la ma-
trice X DXM = SM assodés aux némes valeurs propres; ils engendrent des s.e.v. de
dimension 1 appék axes principaux.

Les estimations sont donc dases par :

N|)

= X,
2; = zq: DA LA UqA1/2V’q = Xf’\q,,
k=1
ou l?q = V,V,M est la matrice de projection
M-orthogonale suﬁq,
E, = vec{v',. .. v},
B, est appe? plan principal
Zi = Pux+7.

Remarques
i. Les solutions sont emfit@es pouy; =1,...,p:

E; = vec{v'} € By = vect{v!,v?} C F3 = vec{v!, v} v3} C...

ii. Les espaces principaux sont uniques sauéntuellement, dans le cas de valeurs propres
multiples.

ii. Siles variables ne sont pas hondogs (uniés de mesure défentes, variances disparates),
elles sont pralablementéduites :

X=X="200% = diag(c?,. .. ,02), aveco; = Var (X7);

S est alors la matricR = X~1/28%~1/2 descorrélations
4.2 Definition équivalente

On consi@rep variable statistiquesentieesX!, ..., X?. Unecombinaison li@aire de coef-
ficientsf; de ces variables,

p
c=)Y fix/ =Xf,
j=1
définit une nouvelle variable cegeC' qui, a tout individui, associe la “mesure”
C(i) = (x; —X)'f.

PROPOSITION3.2 — Soienp variables quantitatives ceréiesX!, ..., XP? obsenges sum in-
dividus de poidsv; ; I'ACP de (X, M, D) est aussi la recherche descombinaisons ligaires
normées des\’, non corelées et dont la somme des variances soit maximale.

e Les vecteurs® = Mv* sont lesfacteurs principauxlls permettent de &finir les combi-
naisons liaires des{’ optimales au sens ci-dessus.
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e Les vecteurs” = Xf* sont lescomposantes principales
e Les variables”* assockes sont cerges, non coflées et de varianck, ; ce sont leva-
riables principales

cov(C*, Ct) = (Xf*)'DXf! = £¥'sf’
= v"MSMv! = )\gvk,Mve = )\géﬁ.

e Lesf* sont les vecteurs propréd —!-orthonornés de la matric®/IS.
e La matrice
C =XF =XMV = UA'/?
est la matrice des composantes principales.
¢ Les axes dfinis par les vecteud®-orthonornésu* sont appeédsaxes factoriels

5 Repréesentations graphiques

5.1 Les individus

Les graphiques obtenus permettent de&senter “au mieux” les distances euclidiennes inter-
individus mesuges par la ratriqueM.

Projection

Chaque individu repiesent parx; est approcé par sa projectiodM-orthogonalez;? sur le
sous-espacé&, engendé par lesg premiers vecteurs principaug!, ..., v¢}. En notante; un
vecteur de la base canonique Bela coordonge de l'individui surv® est donke par :

<Xi - X, Vk>M = (x; —X)'Mv" = ¢ XMv" = ¢}

PROPOSITION3.3. — Les coordonges de la projectiodM-orthogonale dex; — x sur E, sont
lesq premiersélement de la-eme ligne de la matric€ des composantes principales.

Mesures de “quali¢”
La “qualité globale” des ref@sentations est me&a par lgpart de dispersion explidie:

. USMP,  S0_ N,
T uSM YN

Remarque. —La dispersion d’un nuage de points unidimensionnel par ragpsat moyenne se
mesure par la variance. Dans le cas multidimensionnel, la dispersion du ANupge rapporta
son barycentr& se mesure pariliertie, géréralisation de la variance :

n
—_ Il =T
LN) = willxi — |3 = [[X][yrp = tr XDXM) = tr (SM).
=1
La quali& de la repesentation de chaqug est dongke par le cosinus carde I'angle gu'il
forme avec sa projection :

B | N e
eos06 = 20 = TR, T )

2
3
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FiG. 3.4 —Temjgratures : premier plan des individus.

Pouréviter de consulter un tableau qui risquétté volumineux lignes), lesétiquettes de
chaque individu peuvefdtre affictees (macro SAS) sur les graphiques avec des éaesctiont la
taille est fonction de la quakt Un individu tres mal repeseng esta la limite de la lisibilie.

Contributions

Les contributions de chaque individu'inertie de leur nuage

=12
oy = il = Ky _ i > ()
i rSM SV

ainsi qua la variance d’une variable principale

w;(cf)?

k _
'71 - )\k 9

permettent deé&keler les observations les pinfluenteset, éventuellement, aberrantes. Ces points
apparaissent visiblement lors du teages diagrammes-ties parakles des composantes princi-
pales quiévitent ainsi une lecture fastidieuse de ce tableau des contributions. En effet, ils se sin-
gularisent aussi comme “outliers” hors de ldteqau ded des moustaches) correspondanine
direction principale. Les individus correspondants, caeéisl commendividus sup@mentaires
peuventtreéliminés lors d’'une nouvelle analyse.

Individus sup@mentaires

Il s'agit de repésenter, par rapport aux axes principaux d’'une analyse, des individus qui n’ont
pas particip aux calculs de ces axes. Soitn tel vecteur, il doietre cente, éventuellementaduit,
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puis projeé sur le sous-espace de regpentation. Les coordoaes sont fournies par :
. / _ / _
<Vk, V,VIM(s — x)>M — v¥'MV,V!M(s — %) = e"'V/M(s — %).
Les coordonées d’un individu sup@imentaire dans la base des vecteurs principaux sont donc :
! —
V,M(s - x).
5.2 Lesvariables

Les graphiques obtenus permettent de @senter “au mieux” les caltations entre les va-
riables (cosinus des angles) et, si celles-ci ne sontguhstes, leurs variances (longueurs).

Projection

Une variableX’ est repésenée par la projectioi-orthogonaleQ,x’ sur le sous-espadg,
engende par lesy premiers axes factoriels. La coord@endex’ suru” est :

A A 1 ., 1 .,
(x,ub) =x'Dut = S DXMY = e XDXMYE =

PROPOSITION3.4. — Les coordonges de la projectiol-orthogonale dex’ sur le sous-espace
F, sont lesg premiersélements de Ig-eme ligne de la matric& A'/2.

Mesure de “qualié”

La quali& de la repesentation de chaque est donge par le cosinus carrde I'angle qu'il
forme avec sa projection :

2
; .
2 HQQX HD _ Y Ael(vp)?

. 2 - .
D 2ok Awlvp)?

cos O(x7, (/Q\C,xj)]

Corrélations variables facteurs

Ces indicateurs aideatl'interprétation des axes factoriels en exprimant les&lations entre
variables principales et initiales.

(x7, u")p, _ mvk-

/1l o 7

con( X7, C*) = cos (%7, c*) = cos f(x?, u*) =

ce sont le€lements de la matricE~*/2VAY/2,
Cercle des comelations

Dans le cas de variablegduitesx’ = Uj_lxj, |%’||p = 1. lesx’ sont sur la sphre unié
S, de F'. LintersectionsS,, N F» est un cercle cerérsur I'origine et de rayom appeé cercle des
corrélations Les projections d&’ etx’ sont colireaires, celle d&’ étanta I'intérieur du cercle :

H@inD = cos@(xj,@xj) <1

Ainsi, plus@ij est proche de ce cercle, meilleure est la gaalé sa refasentation. Ce graphique
est commoda interpétera condition de se &fier destchelles, le cercle devenant une ellipse si
elles ne sont pasgales. Comme pour les individus, la taille des caérast est aussi fonction de la
qualitt des repgFsentations.
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FiG. 3.5 —Temgratures : Premier et deu&me plan des variables.

5.3 Representation simultarée ou “biplot”

A partir de la @composition en valeurs singaites deg(X, M, D), on remarque que chaque
valeur

J
.’L‘ —ij Z /\ uk J _ {UA1/2V/}
(A
s’exprime comme produit scalaire usuel des vecteurs

ci = [UAW} etv’ ou encorau; et [VAW}

i J
Pourg = 2, la quantié Z;’ en est une approximation lingé¢ aux deux premiers termes.

Cette remarque permet d'integter deux autres repsentations graphiques en ACP projetant
simultarementindividus et variables.

i. larepésentationsongtrique ligneutilise les matrice€ etV ; elle permet d'interpater les
distances entre individus ainsi que les produits scalaires entre un individu et une variable
qui sont, dans le premier plan principal, des approximations des valeurs @esEA(w; ) ;

ii. la repesentatiorisongtrique colonneutilise les matricedJ et VA'/2; elle permet d'in-
terpieter les angles entre vecteurs variables @dations) et les produits scalaires comme
préccdemment.

Remarques

i. Dans le cas Bquent @ M = I, et all les variables sonéduites, le point resentanf/, en
superposition dans I'espace des individus se confond avec un pseudo individensepalire
qui prendrait la valeur 1&cart-type) pour la variablget O pour les autres.

ii. En pratique, ces di#irents types de resentations (simult@es ou non) ne diéirent que
par un changement &helle sur les axes; elles sorédrvoisines et suscitent souvent les
mémes interp#tations.



5. Repiesentations graphiques

-10 -5 O 5 10 15 20

0.6

0.4

Comp.2

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

Comp.1

FiG. 3.6 —Temgratures : Repgsentation simultsge du premier plan.

15 20

10

-5 0

-10



38 Chapitre 3. Analyse en Composantes Principales

6 Choix de dimension

La qualié des estimations auxquelles conduit 'AC&pend, de fagobvidente, du choix de
q, c’esta-dire du nombre de composantes retenues pour reconstituer lesedpon encore de la
dimension du sous-espace de ésantation.

De nombreux créétres de choix pouy ontété propogs dans la ligrature. Nous @sentons ici
ceux, les plus courants, lEssur une heuristique et un reposant sur une quantification de la sta-
bilité du sous-espace de répentation. D’autres cétes, non explicés, s'inspirent des pratiques
statistiques @cisionnelles ; sous I'hypodise que I'erreur admet une distributigaussienneon
peut exhiber les lois asymptotiques des valeurs propres et donc construire des testséale nullit
ou d'égalie de ces derpres. Malheureusement, outre kcessaire hypo#ise de normaky, ceci
conduita une proédure de tests emtiés dont le niveau global est incodi@ble. Leur utilisation
reste donc heuristique.

6.1 Partd’inertie

La “qualité globale” des rejsentations est me&a par Igpart d’inertie expligee:

q
P, — Ek:1 )\k
N :
k=1

La valeur dey est choisie de sorte que cette part d’inertie exg@iyy soit sugerieurea une valeur
seuil fixee a priori par I'utilisateur. C’est souvent le seul &ré emplog.

6.2 Regle de Kaiser

On consi@re que, si tous leslements d&” sont incependants, les composantes principales
sont toutes de variancégales ¢galesa 1 dans le cas de '’ACPéduite). On ne conserve alors
gue les valeurs propres sneuresa leur moyenne car seules pep plus “informatives” que les
variables initiales ; dans le cas d’'une AGRIuite, ne sont donc retenues que celles plus grandes
qguel. Ce criere, utili® implicitement par SAS/ASSIST, a tendarcsurestimer le nombre de
composantes pertinentes.

6.3 Eboulis des valeurs propres

C’est le graphique (figuré.3) présentant la &croissance des valeurs propres. Le principe
consistea rechercher, s'il existe, un “coude” (changement de signe dans la suite dzsrdiffs
d’ordre 2) dans le graphe et de ne conserver que les valeurs propresjasqeoude. Intuitive-
ment, plus lecart(\, — A\;+1) est significativement grand, par exemple&ugura (A;—1 — Aq),
et plus on peuétre assw de la stabili deE\q.

6.4 Diagramme en bdte des variables principales

Un graphique (figur®.4) présentant, en parale, les bitesa-moustaches des variables prin-
cipales illustre bien leurs quadis : stabilié lorsqu’une grande lie est assoéea de petites mous-
taches, instabilé& en pesence d'une petite ite, de grandes moustaches et de point&ssdhtui-
tivement, on conserve les prames “grandes Bites”. Les points is@s ou “outliers” @signent
les pointsa forte contribution, ou potentiellement influents, dans une direction principale. lls
nécessitent unétude clinique : une autre analyse dans laquelle ils seclbés supgmentaires
(poids nuls) afin cBvaluer leur impact sur I'orientation des axes.
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7 Interpr étation

Les macros SAS &trites en exemple, de@dme que la plupart des logiciels, proposent, ou
autorisent, ledition des diférents indicateurs (contributions, quésit corélations) et graphiques
définis dans les paragrapheg&grdents.

e Lescontributions permettent d’identifier les individusés influents pouvant&derminera

eux seuls I'orientation de certains axes ; ces points smifi@s, carad@riss, puiventuellement
consicerées commesuppbementairesians une autre analyse.

o |l faut choisir le nombre de composantesetenir, c’esta-dire la dimension des espaces de

repesentation.

e Les axes factoriels sont integies par rapport aux variables initiales bien Bsganées.

e Les graphiques des individus sont inté&tgs, en tenant compte des quaditle repgsentation,

en termes de regroupement ou dispersions par rapport aux axes factoriels et projections des
variables initiales.

Les quelques graphiquesgsengs suffisent, dans la plupart des cadjnterprétation d’'une
ACP classique etvitent la sortie volumineuse, lorsquesst grand, des tableaux usuels d'aide
I'interprétation. Onéchappe ainsk une critique fequente, et souvent jusé®, des anglo-saxons
vis-a-vis de la pratique francaise de “l'analyse des @mw®i qui, paradoxalement, cherche
“résumer au mieux l'information” mais produit plus de chiffres en sortie qu’il n’y en a eeehtr
Remarque. —L'ACP est une techniquénéaire optimisant un crigre quadratique elle ne tient
donc pas compte @ventuelles liaisons non Eaires et grsente une forte sensibdiaux valeurs
extremes.

8 Donnees d’expression

Les exemples illustratifs predents ont I'avantage &fre simples et d’interptation triviale.
La realitt des donees d’'expression est tout autre et ce, en particulier, en raison du nombre de
genes en psence, c'esidire en faite du nombre de variables d’expression oksspy/sur un
nombre en gréeral beaucoup plugduitn d’individus. C’est le cas des doées sur le cancer du
pancgéas pour lesquels 87kges sont obseeg pour seulement 65 tissus ou Bgs cellulaires.
Lincitation estevidemment forté consi@rer les @nes comme des individus ce qui n’est pas sans
congquence.

8.1 Exploration élementaire

Il n'est pas question de tracer 871 histogrammes. En revanche il est possible &k negr
simultarement ces distributions par des diagrammes dtebaméme si celles-ci, les bies, de-
viennent tés squelettigues compte tenu de leur nombre. La figutaffiche ces distributions
qui se caraé@risent par une certaineédve des moyennes qui apparaissent pour le moins peu
homognes d’'un gnea l'autre.

8.2 Analyse en composantes principales

Diverses options peuvegtre mises en ceuvre correspondamlusieurs questions : quelles
sont les variables (tissusges) ? Quel centrage ? Fautéitiuire les variables ? Quelle résentation
simple ou biplot faut-il priviegier ?

Dans R comme dans Splus, deux fonctiop¢mp, princomp ), trois si I'on consiére
la librairie multidim  de Carlier et Croquette, sont disponibles pour calculer des analyses en
composantes principales. Deux extraient les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice des
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Gl G94 G208 G332 G456 G580 G704 G828

FiG. 3.9 —Panciéas : diagrammes bte affichant globalement les distributions des 8éhes.
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covariances ou des céfations tandis qu’unepfcomp ) calcule directement laé&tomposition

en valeurs singulires (SVD) de la matricX des doniées cen&es. LACP est donc cerite par
déefaut mais paséduite par éfaut sauf pour la fonctioacp . Ces consiérations techniques ont
des consquences importantes sur le saimpporter dans le choix des options et sur le choix de
la fonction :prcomp accepte un nombrg de colonnes su@rieur au nombre: de lignes de la
matrice ce qui n'est pas le cas daritfcomp ) . Tous les programmes songtdilles dans les
séances de travaux pratiques.

Quelques essais sgshatiques fournissent les graphiques de la fi@2avec les diferentes
options de centrage gtduction. De toute facon, I'ACP centre pafdut les colonnes. Il appata
important de centrer leseges sinon (fig8.2 a) un effet taille, masque I'essentiel des dees :
certains @nes s’expriment de toute facon plus pour I'ensemble des tissus et emportfititaod
du premier axe. Un centragegalable desénes ou lignes de la matrice (fi§.2 b) renédiea ce
probeme. Une &duction des “variables” tissus (fi§.2 c) n'apporte rien de mieux alors qu’une
reduction des “variables”&nes (fig.8.2 d) augmente &ieusement la confusion. C’est logique
dans la mesurelocela revient régliger la variance de I'expression desngs qui affichent donc
tous la néme capac# d’expression. Cetté&duction a un sens lorsqu’un sous-ensemédiiit de
genes sont cons@ges : ceux dont on saatpriori qu'ils sont differentiellement expri@s. La struc-
ture de corelation fournit alors des informations sur les possiblesamptiations ou inhibitions.

Nous retiendrons plus particatement le graphique de la figuge2 croisant les tissus en
ligne et les gnes en colonne qui sont donc céstrElle semble la plus explicite et informative
compte tenu du probme po&. Ce graphe est strictemdrguivalenta celui de la figuré.2b qui
nécessite un centragegalable des lignes. Pour cette ACP, &ebissance des valeurs propres ou,
plus pEciment, les distributions des composantes principales3({#ysuggre de consigrer 4
composantesatessitant ainsi des graphiques et des inééagions plu€labogées.

A ce niveau de I'analyse on voit combien le nombre deas est susceptible de compliquer
lecture et intergitation des graphiques. Diverses approches sont envisageables afin de se limiter
aux plus "pertinents”. Plusieurgjétitions permettent de tester d’'uame s'il est significativement
différentiellement exprigmais la epétition de ce tesa chaque gne rend le praack peut fiable.

Une reflexion approfondie doit accompagner cetéendrche pour le@pistage des "faux positifs”
qui, sur le seul fait du hasard, rend 5% de tests significatifs en moyenne. C’est I'objet d’'un autre
cours.

Dans le cadre de I'analyse en composante principale, il egrenhde rechercher quels sont
les ¢gnes contribuant le plusla cefinition des axes retenus. Une adaptation de I'expression de la
contribution d’un individu (sectiob.1) :

4
_ Wi Ek:1(0§)2

i — )

Zi:1 )‘k

permet de rechercher les, par exemples, 5% desgcontribuant le plusla cefinition de I'espace
proprea 4 dimensions jugpertinent. La figur8.2ne repesentant que cegges électionreés dans
le premier plan factoriel devient beaucoup plus lisible. Naturellement, une ACP &@alsult ces
seuls gnes les plus influents varie peu de celle c&lewur 'ensemble. La lecture de ce graphique
permet, en particulier, de réper les @nes contribuant le pldsune sorte de double discrimination :
e entre lesechantillons biologiques issues des Bgs cellulaires et leschantillons peleves
sur les patients,
e et, pour ces dernieéchantillons, une distinction entre pa@as sains et ptes tumorales.
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FiGc. 3.10 —Pancieas : diferentes options de I'ACP. a gges X tissus ceris. b : gnes cenées X
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FiG. 3.11 —Panciéas : ACP du tableau mesurant les expressions de 8igg(variables cerées)
sur 65é&chantillons biologiques.
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FiG. 3.13 —Panci€as : Repésentation dans le premier plan des 4gs contribuant le plus la
définition des 4 premiers axes.

Bien évidemment, cette demmie distinction est la plus ietessante et ouvre des pistes de re-
cherches cililes sur cesénes. Nanmoins, l'introduction des ligres cellulaire semble apporter
une contribuation ifiressante sous la forme d’une “calibration” des anbalyses.

D’autres approches sont possibles gu'il sera@iiessant de comparer pour apporter ainsi plus
de "confiance” dans 'analyse dessultats. Des test€ba un moele d'analyse de variance plus
ou moins sophistigel (@ effet agatoire) ou la recherche d'un m&ld susceptible de discriminer
au mieux certains facteurs. Le choix desngs s’apparente, dans ce dernier @asn choix de
variables ené&gression ; les f@ts abatoires de Breiman (2001) ou d’autreéthrodes issues de la
théorie de I'apprentissage (cf. Besse, 2003 pour une introduction) semblent apporépateses
intéressantes. Cela sort du strict cadre exploratoire de ce cours.

9 Exemple : nutrition chez la souris

Nous donnons pour cet exemple le graphique des gremivaleurs propres (figugel4) qui
conduita consiérer trois dimensions re@sentant environ les deux tiers de I'inertie globale.

Les figures3.15 et 3.16 donnent la re@sentation des souris et celle desngs, d’abord
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FiG. 3.14 —Souris :€boulis des dix prerares valeurs propres de I'ACP.

dans le premier plan principal, ensuite dans celui correspondant aux dimensions 1 et 3. Dans
le cadre de cette ACP, il est datent de rechercher quels sont B84 des @nes contribuant

le plusa la cefinition de I'espace propra trois dimensions jugpertinent. Avec cettegtection,

la repesentation des variables ainsi restreiat80 genes est plus facilement lisible sur les fi-
gures3.15et3.16 Toutefois, dans le cas d’'une puce pangmique, avec potentiellement plusieurs
milliers de gnes, une telle repsentation ne serait pas exploitable.

Le premier plan (Fig3.15 doit &étre interpet globalement puisque sa pre&re bissectrice
separe exactement les soisldes souri®PAR Les genesa coordonies igatives sur I'axe 1 et
positives sur I'axe 2 sont sensiblement plus exgsrohez les sourld/T en particulielCYP3A1],
CYP4A10 CYP4A14 THIOL, PMDC| GSTpi2, L.FABP etFAS. A l'inverse, les @nesa forte
coordonie regative sur I'axe 2 s’expriment davantage chez les s®RK&R par exempleS14,
PAL et CARL Ceci est en partie connu des biologistes (Aoyatnal., 1998).

Le phenonene le plus marquant concernant I'axe 3 (Bid.6) est I'opposition, chez les souris
WT, entre les égimesdha (1), dont les coordorées sont toutes positives, efiad (2), dont
les coordonées sont touteségatives. Les @nes les plus exprias dans le premier caseffime
dha chez les souris WT) sor@YP3A11, CYP4A10 CYP4Al1l4 CYP2c29 et CARZ,; dans le
second cas égimeefad chez les rd@mes souris), il s’agit desegesFAS, S14, Lpin etLpinl .
Parmi ces &gulations, on note une opposition entre@&4A connus pouétre impliqwes dans
le catabolisme des acides gras, et lesag-ASetS14 impliqués eux dans la syrélse des lipides.
Par ailleurs, la&gulation deCYP3Al1lpar le DHA a éjaétée decrite dans Bergest al. (2002).
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Chapitre 4

Positionnement multidimensionnel

1 Introduction

Consiceronsn individus. Contrairement aux chapitregpgdents, on ne conitpas les obser-
vations dep variables sur ces individus mais dans certains cas &g — 1)/2 valeurs d’un in-
dice (de distance, dissimilagibu dissemblance) obsées ou construites pour chacun des couples
d’individus. Ces informations sont contenues dans une mdtticen) D. L'objectif du position-
nement multidimensionn@hultidimensional scaling, ou MDS, ou ACP d’'un tableau de distances)
est de construireq partir de cette matrice, une répentation euclidienne des individus dans un
espace de dimensiokduiteq qui approche au “mieux” les indices obsesv Autrement dit, vi-
suellement le graphique obtenu repente en dimension (eémgral) 2 la meilleure approximation
des distances obsémw®s entre les individus pouvégtte des gnes ou degchantillons biologiques.

Le principal in€rét de cette technique est donc de pouvoir observer graphiquemegtriie m
ensemble de doesa travers diférentes "optiques” et &Bme d’en comparer les réggentations ;
chaque optique estéfinie par la fagon dont on mesure des distances ou dissiragagittre les
objets.

Citons trois exemples typiques dans le caxc#figue de gnes écrits par leurs transcrits :
e chagque gne est un vecteur dans un espace vectoriel muni de la distance euclidienne clas-
sique (racine de la somme des ésrdecarts). Le MDS ou ACP du tableau des distances
qui en cecoule eséquivalenta I'ACP dans laquelle lesames sont les individus (les lignes).
e On mesure la dissimilaétentre deuxgnesX’ et X* par1—cor( X7, X*) faisant intervenir
la cori€lation lirtaire de Pearson ou celle robuste sur les rangs de Spearmareress g
co-reguks (fortement positivement cétes) sont t&s proches, lesames assoes dans un
mécanisme d'inhibition (fortementgativement coélés) seront aussi proches.
e On mesure la distance entre dewngs par/1 — cor(X7, X¥)2. Elle vérifie, dans ce cas,
les proprétés qui en font une distance euclidienne. €gtEs ou inhilgs, les gnes coilées
positivement ou @gativement sont proches dans les @éspntations graphiques.
Exempleélementaire :Consicerons un tableau contenant les distances lélmiques par route
(Source : IGN) entre 47 grandes villes en France et dans les pays limitrophes. Toutes ces valeurs
sont ranges dans le triangle i@fieur d’'une matrice cage avec des O sur la diagonale. La structure
du réseau routier, le relief, font que cette matrice de distances n’est pas euclidienne qui, dans ce
cas, correspondradt la distance "vol d’oiseau”. Mais, comme le montre le graphique issu d’'un
positionnement multidimensionnel, I'approximation euclidienne en éstdroche.

Le MDS étant encore une technique factorielle, comme en ACP iléxstssaire de&derminer
le nombre de dimensions fixant la taille de I'espace deasgntation. Le graphique ré&sentant
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la decroissance des valeurs propres @ae choix.

Les preuves eté@eloppements #oriques sont omis dans cet expasiccinct, ils sord cher-
cher dans la bibliographie. Voir par exemple Mardia et col. (1979).

2 Distance, similarites

Rappelons quelques propis et @finitionsélementaires mais basiquapropos de la notion
de distance.

2.1 Definitions

DEFINITION 4.1 —
e Une matrice(n x n) D est appede matrice de distance si elle est §frigque et si :

i . . k
d?- =0etv(j, k),j # k,dj > 0.
e Une matrice(n x n) C est appede matrice de similaré si elle est syétrique et si

V(j, k), cf < c;

Une matrice de similarit se transforme en matrice de distance par :

d? = (cj+ - 20?)*1/2.

DEFINITION 4.2 — Une matrice de distance est dite euclidienne s'il existe une configuration de
vecteurs{xy, ..., X, } dans un espace vectoriel euclidiéhde sorte que

2
d? = <Xj — Xk, Xj —Xk> .

On noteA la matrice issue d® de terme 'gn'erald? = —d§2/2 etH la matrice de centrage :
H=1I-11D,

qui est la matrice de projection sur le sous-esdaearthogonal au vecteur dans I'espace eucli-
dien F' des variables muni de la&trique des poids.

PROPOSITION4.3 —
e SoitD une matrice de distance B la matrice obtenue par double centrage de la matrice
A issue deD :

B = HAH/,

alors D est une matrice euclidienne si et seulemeriBsst positive (toutes ses valeurs
propres sont positives ou nulles).

e Si la matrice de similaré C est positive alors la matrice de distan@® déduite est eucli-
dienne.
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2.2 Distances entre variables

L'un des inkréts pratiques du positionnement multidimensionnel est d'adesmprendre,
visualiser, les structures de liaison dans un grand ensemble de variables. On obtient ainsi des
indications pour guider le choix d'un sous-ensemble de variables, par exemple legégbasine
variablea expliquer. Cette approché&cessite la &finition d’indices de similaré entre variables.
Beaucoup sont propés dans la lirature et conétement utiliés pour les dorges d’expression.

Les ggnesttant considrés comme des variables, on sérisse alora différents criéres bass sur
la corélation lirtaire usuelle de Pearson ou robuste (non panague de Spearman).

On noteX etY deux variables statistiques dont les observations sur &seasn individus
sont ran@es dans les vecteucentésx ety de I'espace euclidied” muni de la nétrique des
poidsD. On \érifie facilement :

cov(X,Y) = x'Dy

ox = [xlp
conX,Y) = xDy
’ Ixllp Iyl

La valeur absolue ou le c&du coefficient de coetation definissent des indices de simildrit
entre deux variables quantitatives. Il est facile d'@&aduire des distances. Le camtu coefficient
de corgélation lirtaire a la particular@ d’induire une distance euclidienne :

d?(X,Y) =2(1 - coP(X,Y)).

PROPOSITION4.4 — La distance entre variables quantitativé X, Y) est encore le ca@& de
la distance||Px — Py ||, entre les projecteur®-orthogonaux sur les directions engegds par
les vecteurs ety.

Des indices de dissimilaétpeuvenégalemenétre cfinis pour un couple de variables qualitatives
(a partir de l'indice de Tschuprow) ou pour une variable quantitative et une variable qualidative (
parti du rapport de cogtation). lls ont moins d’irérét pour des dorées d’expression et sont
laises de 6té.

3 Recherche d’'une configuration de points

Le positionnement multidimensionnel est la recherche d’'une configuration de points dans un
espace euclidien qui admefcomme matrice de distances si celle-ci est euclidienne ou, dans le
cas contraire, qui en soit la meilleure approximationn rangy fixé (en gréral 2) au sens d’une
norme sur les matrices. Nous ne nougiessons dans ce chapitre @la version “nétrique” du
MDS, une autre approche “nonétrique” construite sur les rangs eévelopjee dans la biblio-
graphie.

Ainsi po<€, le probéme admet une infirétde solutions. En effet, la distance entre deux vec-
teursx; etx; d'une configuration est invariante par toute transformation affine Fx; + b dans
laquelleF est une matrice orthogonale quelconqub ah vecteur de R Une solution n’est donc
connue gua une rotation et une translatioregr
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3.1 Propriéetés

La solution est donge par lesé@sultats (Mardia et col.79) ci-dessous :

PROPOSITION4.5 — SoitD une matrice de distance Bt = HAH la matrice centée en lignes
et colonnes assoee.
e SiD est la matrice de distance euclidienne d'une configurafien, . .., x, } alors B est
la matrice de terme @réral

b = (x; — %) (x1, — %)

qui se met sous la forme
B = (HX)(HX)'.

Elle est donc positive et apisd matrice des produits scalaires de la configuration dsmtr

e Réciproquement, sB est positive de rang, une configuration de vecteurs admettdht
pour matrice des produits scalaires est obtenue en cénaid sa @composition spectrale
B = UAU'. Ce sont les lignes de la matrice cezerX = UA'/? qui fournissent les
coordonrees des vecteurs de la ré&sentation euclidienne.

3.2 Explicitation du MDS

Pour €sung, dans le cas d’'une matri@ euclidienne supp@e de rang, le MDS est obtenu
en eXecutant legtapes suivantes :

i. construction de la matricA de terme @réral —1/2d’?2,
ii. calcul de la matrice des produits scalaires par double cenBagddAH’,
iii. diagonalisation d8 = UAU’;
iv. les coordonées d'une configuration, apgelscoordonrées principalessont les lignes de
la matriceX = UA/2.

Dans le cas euclidien, ACP et MDS sont directement coi@sect

PROPOSITION4.6. — SoitY la matrice des donges habituelles en ACP. L'ACP d¥ (M, 1/nl)
fournit les némes repesentations graphiques que le positionnement cakplartir de la matrice

de distances de terméreral ||y; — y;l,,. SiC désigne la matrice des composantes principales,
alors les coordon@es principales sonynC.

Lintéret du MDS appafid évidemment lorsque les observatiogssont inconnues ou en-
core si I'on cherche la meilleure réggentation euclidienne de distances non-euclidiennes entre
les individus ; c’est I'objet du thoeme suivant. En ce sens, le MDSEfgralise” 'ACP et per-
met, par exemple, de congier une distance de type robuatbase de valeurs absolues mais la
reptesentation des variables pose alors quelques @muds car le “biplot” n’est plus ligaire.

PrROPOSITION4.7. — SiD est une matrice de distance, pascessairement euclidiennB, la
matrice de produit scalaire ass@a, alors, pour une dimensiagffixée, la configuration issue du

~ ~2
MDS a une matrice de distand@ qui rend237‘7,<::1({ci§}~2 - df ) minimum et, c’eséquivalent,

~ ~ |2
une matrice de produit scalaiB qui minimiseHB — BH .
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4 Application au choix de variables

La slection d'un sous-ensemble de variables pour la mise en ceuvre de techniques factorielles
(Jolliffe 2002) n’est pas aussi claire que dans le cadre de la recherche d'é@hentinéaire parci-
monieux. Le prol#me vient souvent de la confusion de deux objectifs :

e supprimer des variableset liees, donc redondantes, et dont la multipticitent renforcer

artificiellement l'influence de certains phonenes,

e supprimer des variables afin de simplifier I'integtation des axes tout en conservant au

mieux les repesentations graphiques.
Le premier objectif modifie donc les regmentations en visaattre plus proche de laéalitt” ou
au moins d'une@&alitt moins triviale tandis que, par principe, le daumi objectif recherche le
sous-ensemble restreint de variables susceptibles d’engendi@mie sous-espace de repentation.

Il n'existe pas de solution miracleganmoins les outils psengs dans ce chapitre : indices
de similarieé entre variable et positionnement multidimensionnel, peuvent aides choix sur-
tout lorsque I'analyse d’'un grand nombre de variablesassite de segmenter I'analyse en sous-
groupes. Les algorithmes de classificatioréfarchique ou centres mobiles) appbgusur les
mémes tableaux de distance apportenéalairage com@mentaire.

5 Donnees d’expression

Une analyse en composantes principales (cf. chapitre 3) fournit un premier apercu de la
reptesentation de@nes relativement awechantillons biologiques par I'inte@diaire d’un biplot.
Le but ici est de s'irtiresser auweventuelles coégulations ou inhibitions entreéges. Le cas
écheant, ceux-ci appaitaont corglés positivement ouggativement.

Deux options sont possibles :
e utiliser une dissimilaré d’un moins la coglation rend proches deuxges co-&guks et
éloigne deux gnes dont on peut con&iter que 'un inhibe I'autre.
e utiliser un moins la coélation au cagé rapproche deuxames les qu'il y ait co-egulation
ou inhibition.
En cas de proime de robustesse (valeurs atypiques) encdsept apes transformation en lo-
garithme, remplacer la cdtation linreaire de Pearson par celle sur les rangs de Spearman peut
s’averer utile.

Dans I'exemple des doges d’ol@si€, plusieurs options sont possibles pour la@spntation
des @nes. La prengire utilise I'ACP dans laquelle legges sont les variables. La figbenontre
une sorte d’effet taille. Les expressions de tous kxseg sont coélées positivement avec une
direction particukere sans soute asseehn la "taille” des cellules des sujets.

Cette repesentation n'est donc pas "optimale”, influémcpar un artefact relativement fort.
Une autre approche es@fierable. Le double centrage, en lignes et colonnes, implicitement contenu
dans le MDSEglimine cet artefact.

Comme en ACP, un graphique régentant la @roissance des valeurs propres aide au choix
de la dimension. Dans le cas de la matrice c&ewvec les cags des coflations, deux dimen-
sions, au moins dans une préma approche, s'@&rent suffisantes (cf. figuteb). Alavue de ces
graphique (figur& et5), seul le biologiste peut juger de la pertinence dssiltats ; il choisira, en
connaissance de cause, le graphique le plus explicite.

D’autres repesentations sont possibles sous forme d’arbres. C’est I'objet du chapitre suivant.
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Comp.1

FIG. 4.2 —Obeésie : Repesentation du premier plan de I'analyse en composantes principales
faisant appardtre un certain “effet taille”.
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FiG. 4.3 —Obésié : Décroissance des valeurs propres et choix de la dimension de I'espace dans
lequel rechercher une repsentation euclidienne desmgs la plus conformé leurs distances au
sens de la coglation au cargé.
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1-cor, k=2
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FIG. 4.6 —Souris : positionnement multidimensionnel déses sur les axes 1 et 2 selon 3 dis-
tances diferentes : distance euclidiennéi(a gauche), cotlation (@3 au centre), corelation
carrée (s a droite).

6 Exemple : nutrition chez la souris

Appliguéa ces donees, le positionnement multidimensionnel permet de cénsidlifferentes
facon de prendre en compte des distances irdaeg:

e distance euclidienne; (X,Y) = />, (X; — Y;)?, positive ou nulle;

e distance assoeea la corélation caree,d»(X,Y) = /1 — cor(X,Y)2, comprise entre 0

etl;

e distance assoeea la corélation,ds(X,Y) =1 — con(X,Y'), comprise entre 0 et 2.

Remarquons tout d’abord que dans les trois cas, plus la valeur est petite, pkssdegignt on
mesure léloignement sont proches. Ensuite, pduetds, une valeur proche de 1 caradse deux
genes non codalés, ce qui n'est pasdeessairement le cas de la distance euclidienne. Enfin, il est
important de noter qu’une c@ilation forte et Bgative entre deuxames conduid deux ésultats
oppogs selond, (valeur proche de 0) el; (valeur proche de 2).

La figure4.6illustre les trois possibilés avec le positionnement multidimensionnel desas.
L'analyse conjointe de ces trois graphiques conduite nombreuses integgations sur le plan
biologique. Sans rentrer dans lestails, nous noterons que ces trois graphiques teradsamarer
deux groupes degnes qui interviennent dans deux fonctions biologiques d@gmsleCYP4A
PMDCI PECI, AOX BIEN, THIOL, CPT2 mHMGCoASpalpha etTpbeta sontimpliqwes
dans le catabolisme des lipides etéagenese alors que leeges-AS, S14, ACC2 cHMGCoAS
HMGCoAredet, plus indirectementGKet LPK sont impligues dans la synése de lipides au ni-
veau lepatique. On observera qu’aucun des trois graphiques de la figii@naly# individuel-
lement, ne conduid la totalie de cette interg@tation mais que c’est bien I'analyse conjointe de
ces repesentations qui permet d’affiner la connaissance du biologiste sur cesedoiBuccinte-
ment, notonggalement que d’autregges tenderdt participe ces groupes. Par exemple, éng
Lpinl est proche desames impligés dans la lipogrese. Bien que sa fonction soit actuellement
inconnue, Peterfegt al. (2001) ont obset® que la ligiee de sourisé&ficiente poutpinl présente
des alérations du ratabolisme des lipides.

Les genes dont la position sur le graphique sera le plus ndifipassant de la distanéea
la distancels seront ceux f@sentant des cdrfations egatives et importantes avec de nombreux
autres @nes. Un cas typique dans notre exemple est cel@ARldont I'ACP (ainsi, que la ma-
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trice des comlations) a moné qu'il était regativement coalés avec desanes tels qu&STpi2 ,
CYP3A1], FAS... La position relative des couples dengs ainsi obtenus change de facon impor-
tante entre les deux graphiques. On observera en particulier le COAR&-GSTpi2 totalement
oppo% sur l'axe 1 selonls et relativement proche selafy (tandis qu'il pésente une opposi-
tion moins margée selond;). La surexpression duege CAR1et la sous-expression dieige
GSTpi2 chez les souris&ficientes ené&cepteur PPAR n'a paséte decrite et constitue I'un des
résultats originaux de ce travail.dtude d’un lien potentiel entre ces deux modifications d’expres-
sion recessitera la mise en ceuvre d’éxpnces comgimentaires.

D’une manere ¢rérale, on peut retenir que l'utilisation de la distance euclidienne &nd
rapprocher desanes dont les expressions sont proches. En revanche, les deux autres indicateurs
consictrent que deuxé&nes sont proches si leur expression varie dansémensens selon les
conditions exprimentales. La coelation (/3) distingue les gnes co®lés regativement, ce que
ne permet pas la cdxation caree () qui doit doncétre utilie en connaissance de cause.

Notons que la distancé, est plus courante en statistiqgue alors gyd’est davantage dans
les études relatives aux biopuces. Autant que possible une comparaison des trois distances est
recommanée. On seéféreraa Draghici (2003, chapitre 11) pour une discussion pataitiee sur
le sujet.
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Chapitre 5

Classification

1 Introduction

1.1 Les donrees

Comme dans le cas du chapitreegrdent (MDS), les dorées peuvent se @senter sous
differentes formes; elles concernentindividus supposs affecés, pour simplifier, du &me
poids :

e un tableau de distances (ou dissimilasit ou mesures de dissemblanee) n, entre les

individus pris dewa deux ;

e les observations devariables quantitatives sur cesndividus ;

¢ les observations, toujours sur eeindividus, de variables qualitatives ou d’'uretange de

variables quantitatives et qualitatives.

D’une fagon ou d’'une autre, il s’agit, dans chaque cas, de se ramener au tableau des distances
deuxa deux entre les individus (c’eatdire au premier cas). Le choix d'une matrice de produit
scalaire permet de prendre en compte simplement un ensemble de variables quantitatives tandis
gue le troistme cas acessite plus deadeloppements; il n’est pasgeent ici car de peu d'irérét
pour des donees d’expression.

1.2 Les objectifs

L'objectif d’'une methode de classificatioredorde le cadre strictement exploratoire. C'est la
recherche d’'ungypologie ousegmentationc’esta-dire d’'une partition, ouapartition des indivi-
dus ernclassesou caégories. Ceci est fait en optimisant ciitérevisanta regrouper les individus
dans des classes, chacune le plus hamegossible et, entre elles, les plus distinctes possible.
Cet objectif esh distinguer des pré@ciures de discrimination, ou encore de classement (en anglais
classification pour lesquelles une typologie estpriori connue, au moins pour uechantillon
d’apprentissage. Nous sommes dans une situation d’apprentissageipervig, ou en anglais de
clustering-.

1.3 Les nethodes

Un calcul élementaire de combinatoire montre que le nombre de partitions possibles d'un
ensemble der €lements crti plus qu’exponentiellement avec Ainsi, pourn = 20, il est de
I'ordre de10'3. Il n’est donc pas question de chercheptimiser le criére sur toutes les partitions

!Faire attention aux faux amis francais / anglais : discrimination / classification (sugmreisclassification / clus-
tering (non-supervie)
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possibles. Les @thodes se limiterd I'exécution d’un algorithme @ratif convergeant vers une
“bonne” partition qui correspond erégerala un optimum local. Mme si le besoin de classer des
objets est s ancien, seule laégéralisation des outils informatiques en a permis I'automatisation
dans les anmes 1970. Celeux et col. (198%dativent en étail ces algorithmes.

Diff érents choix sont laigsa I'initiative de I'utilisateur :

e une mesure @&loignement (dissemblance, dissimilaritu distance) entre individus ;

e le critere d’homog@reité des classasoptimiser : il est, dans le cas de variables quantitatives,
géréralement dfini a partir de la trace d’'une matrice de variances-covariances; soit les
variances et covariances interclasses (la trace correspondadlorertie de la partition),
soit les variances et covariances intraclasse ;

e la méthode : la classification ascendantérhichique et celle pagallocation dynamique
sont les plus utilises, seules ou comiges ;

e le nombre de classes : c’est un poigtidat.

Enfin, differents outils recherchent une intér@tion, ou des caraatisations, des classes ob-
tenues.

On notera que les principes algorithmiques de cethodes sont relativemegliémentaires.
Classification ascendanteérarchique, ou CAH

Il s’agit de regrouper @rativement les individus, en commencant par le bas (les deux plus

proches) et en construisant progressivement un arbrdendrogrammeregroupant finalement

tous les individus en une seule classé racine (cf. figur@ qui reprend les dorgeselementaires

du chapitre pecedent). Ceci suppose de savoir calcudechaqueetape ou regroupement, la dis-

tance entre un individu et un groupe ainsi que celle entre deux groupes. &essite donc,

pour I'utilisateur de cette gthode, de faire un choix sugphentaire : commen&dinir la distance

entre deux groupes connaissant celles de tous les couples d'individus entre ces deux groupes.
Diff érents choix, appebsauten francais elinkageen anglais, sonté&tailleés plus loin. Le nombre

de classes esétkermire a posteriori a la vue du dendrogramme ou d’un graphique &spntant

la décroissance de la hauteur de chaque sautcatt de distance, ég a chaque regroupement.

Classification par eallocation dynamique

Dans ce cas, le nombre de clasdesest fixe a priori. Ayant initialise & centres de classes
par tirage aatoire, tous les individus sont affési la classe dont le centre est le plus proche
au sens de la distance choisie (en principe, euclidienne pour cett®de). Dans une dethe
étape, I'algorithme calcule des barycentres de ces classes qui deviennent les nouveaux centres. Le
proceck (affectation de chaque individuun centre, gtermination des centres) egtré jusqua
convergence vers un minimum (local) ou un nombregdétions maximum fig.

Classification mixte

La CAH nécessite imprativement la construction d’'un tableau de distances n et son
stockage en #moire ; le nombre maximum d’individus trag peut s’en trouver limét Ce n’est
pas le cas dans 'algorithme deatlocation, d'a I'intérét possible d’une approche mixte poar,
la fois, classer de grands volumes de demet 8lectionner le nombre de classes par CAH.

Dans le cas plus &eifigue de donges d’expression, et comme pour le chapitredpdent
(MDS), le choix principal est celui de la distance (ou dissimi@grittilisee. S’ajoute en plus le
choix du critre de saut en CAH et celui du nombre de clasagsifri avec la gallocation dyna-
mique, oua posterioriavec la CAH). La plupart des logiciel€diésa ces donaes proposent une



2. lllustration 65

Hauteur
3000 4000 5000
I I I

2000
I

1000
I
°

nb de classes

FiGc. 5.1 —Villes : Décroissance de la variance interclasgeshaque regroupement dans le cas du
saut de Ward.

double CAH des lignes @mes) et des colonnesahantillons biologiques) dans une regentation
graphigue habilement colee.

2 lllustration

En guise de prerare illustration sur les gthodes de classification, nous reprenogttie des
mémes donaes que dans le chapitregpedent : un tableau contenant les distances lélmigues
par route (Source : IGN) entre 47 grandes villes en France et dans les pays limitrophes. Toutes ces
valeurs sont rarees dans le triangle iafieur d’'une matrice cage avec des 0 sur la diagonale.
Il s’agit donc de regrouper au mieux ces villes, en tenant compte de leurs péximiatives au
sens de cette distance rarg.

A llissue de I'e¥ecution, la classification ascendantérarchique fournit les deux graphiques
précis€s ci-dessous.

e Un graphique d’aide au choix du nombre de classes (cf. figulereprésentex rebours, en
fonction du nombre de classes, kadoissance de la distance interclasses. eagarce d’'une
rupture importante dans cettéatoissance aide au choix du nombre de classes comme dans
le cas du choix de dimension en ACP, avezbbulis des valeurs propres. Dans ce cas, il
faut lire le graphe de droit& gauche et s’agter avant le premier saut jagignificatif. Avec
I'indice de Ward, cela revier#t couper I'arbre avant une perte, @gegtrop importante, de la
variance interclasses. Dans le cas des villegmess par leurs distances kilémiques, le
choix de 5 classes semble raisonnable.

e Le dendrogrammécf. figure 2) est une regrsentation graphique, sous forme d’'arbre bi-
naire, des aggations successives jusgua union en une seule classe de tous les indi-
vidus. La hauteur d'une branche est proportionn&lléndice de dissemblance ou distance
entre les deux objets regroem Dans le cas du saut de Ward, c’est la perte de variance
interclasses.

Une fois un nombre de classeslectionr® a I'aide du premier graphigue, une coupure de
I'arbre fournit, dans chaque sous-arbre @partition des individus en classes. Ces classes peuvent
ensuitegtre repésengées dans les axes d’'une analyse factorielle,&@ml une ACP ou un MDS
(figure2).

Signalons qu'il est courant, dans la pratique, de mettre en ccuViesue d’'une CAH, une
méthode de @allocation dynamique avec pour nombre de classes celui choisi par CAH et pour
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FiG. 5.2 —Villes : Exemple d’un dendrogramme issu de la classification desémpar CAH et

saut de Ward.
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FiG. 5.3 —Villes : Repésentation des classes (couleurs) obtenues par CAH dans les coéedonn
du MDS.
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centres initiaux les barycentres des classes obtenues : on stabilise ainsi les classes.

Notonségalement que I'exemple gseng ici est relativement simple et bien stru&uModi-
fier le critere de saut ne change pas grand chose dans ce cas. Mais, attention, il est féeifeede v
experimentalement qu’une classification ascendante est un obgetensible. En effet, il suffit de
modifier une distance dans le tableau, par exemplédigre sensiblement la distance de Grenoble
a Brest, pour gue la classification (nombre de classes, organisation) deveEnsertsible au choix
du critere de saut. En revanche, la structure des éesifiait que la repsentation factorielle de
I’ACP du tableau de distance (MDS) estdrrobusteé ce type d“erreur de mesure”.

3 Mesures deloignement

NotonsQ2 = {i = 1,...,n} 'ensemble des individus. Cette section se proposeéfiaidsur
Q x Q différentes mesures&lbignement entre deux individus. Les hypegbs et propeitsétant
de plus en plus fortes.

3.1 Indice de ressemblance, ou similari

C’est une mesure de proxiraitéfinie de2 x 2 dans R. et vérifiant :

s(i,j) = s(5,1),V(i,7) € QA xQ: symétrie;
s(i,i) = S >0,VieQ : ressemblance d’un individu avec luiéme ;
s(i,7) < S,Y(i,j) € Q x Q : laressemblance est magerpars.

Un indice de ressemblance ndeit est facilement éfini a partir des par :
1
s7(6,5) = 5s(0,7),V(i, j) € 2 x Q;

s* est une application d@ x €2 dans|0, 1].
3.2 Indice de dissemblance, ou dissimilaré

Une dissimilarié est une applicatioside2 x 2 dans R._ vérifiant :

d(i,j) = d(j4,1),Y(i,j) € A x Q: symetrie;
d(i,i) = 0,Vi e Q : nullité de la dissemblance d’'un individu avec luéme.

Les notions de similaié et dissimilarié se correspondent de facélementaire. Sk est un
indice de ressemblance, alors

d(Za]) =5- S(Z,]),V(Z,]) €N xn

est un indice de dissemblance. De faceaiproque, sil est un indice de dissemblance avec=
sup(; jjeaxq d(i, j), alorss(i, j) = D — d(i, j) est un indice de ressemblance. Comsheun
indice de dissemblance noenest @fini par :

1

avecd* = 1 — s* ets* = 1 — d*. Du fait de cette correspondance irdnate, seule la notion de
dissemblance, ou dissimilaitnornée est consigtée par la suite.
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3.3 Indice de distance
Un indice de distance est, paéfihition, un indice de dissemblance quérifie de plus la
proprieté :
d(i,j) =0 =i =j.
Cette propiéte évite des incorences pouvant appéra entre dissemblances, par exemple :

JkeQ:d(i k) #d(j,k), avecpourtant # jetd(i,j) =0.

3.4 Distance

Une distance suf est, par éfinition, un indice de distanceguifiant en plus la propéte
d’inégalite triangulaire Autrement dit, une distancé est une application d& x 2 dans R
veérifiant :

d(i,7) = d(j,i), V(i,j) € 2 x Q;
d(i,i) = 0<=i=j;
di,j) < dik)+d(j. k), V(i.j.k) € Q.

Si Q) est fini, la distance pedtre nornge.
3.5 Distance euclidienne

Dans le cas o ) est un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire, donc d’'une norme, la
distance éfiniea partir de cette norme est appeldistance euclidienne :

d(i,j) =<i—ji—j>"= |i—j|.

La condition pour qu'une matrice do@e de distances ent&e&ments d'un espace vectoriel
soit issue d’'une distance euclidienne est exg@&ians le chapitre @pedent. Toute distance n’'est
pas recessairement euclidienne ; voir, par exemple, celle construite sur la valeur absolue.

3.6 Utilisation pratique

Concetement, il peut arriver que les da¥esa traiter soient directement sous la forme d’'une
matrice d’'un indice de ressemblance ou de dissemblance. Il est alors facile de la transformer en
une matrice de dissemblances nées avant d’aborder une classification.

Nous pEcisons ci-dessous les autres cas.
Donrées quantitatives

Lorsque lep variables sont toutes quantitatives, il estassaire deélinir une matricéM de
produit scalaire sur I'espace’RLe choixM = I,, matrice identi, est un choixléementaire et
courant; mais il est vivement conseéillleréduireles variables de variancegtarogenes, comme
en ACP, ce qui revienh consi@rer, comme matrice de produit scalaire, la matrice diagonale
compoge des inverses désarts-types :

. 1 1
M = %! =diag(—---—).
o1 Op
La métrique dite de Mahalanobis (inverse de la matrice des variances-covariances) pektraussi
utilisée pour atnuer la structure de c@ation.



70 Chapitre 5. Classification

Donrées qualitatives

Dans le cas &s particulier @ toutes les variables sont binairesggence ou absence de ca-
racéristiques), de nombreux indices de ressemblancest®mropogs dans la liggrature. Ils ne
sont pas dtailles dans le cadre d’un coursegiifique aux donges d’expression.

3.7 Bilan

Une fois ces mliminaires accomplis, nous nous retrouvons donc avec
e soit un tableau de mesures quantitatives p, asso@ a une matrice de produit scalaire
p x p (en gerérall,) définissant une gtrique euclidienne,
e soit directement un tableaux n de dissemblances ou de distances entre individus.
Attention si n est grand, la deugime solution peut se heurter rapidemardes prol#mes de
stockage en @moire pour I'execution des algorithmes.

4 Classification ascendante l@rarchique

4.1 Principe

L'initialisation de cet algorithme consiste, s'il n'estjd donrg, a calculer un tableau de dis-
tances (ou de dissemblances) entre les indivaddsser. L'algorithme@&marre alors de la parti-
tion triviale desn singletons (chaque individu constitue une classe) et cheictigaquetape a
constituer des classes par egation des deug&léments les plus proches de la partition dtdpe
précdente. L'algorithme s’aéte avec I'obtention d’'une seule classe. Les regroupements succes-
sifs sont repesenés sous la forme d’un arbre binaire dendrogramme

4.2 Distance, ou dissemblance, entre deux classes

A chaqueétape de I'algorithme, il estatessaire de mettéejour le tableau des distances (ou
des dissemblances). A4® chaque regroupement, de deux individus, de deux classes ou d'un in-
dividu a une classe, les distances entre ce nouvel objet et les autres soréesaktuviennent
remplacer, dans la matrice, les distances des objets qui vienredra dgeges. Differentes ap-
proches sont possiblésce niveau, donnant lieudifferentes CAH.

NotonsA et B deux classes, acelements, d’'une partition doBe,w 4 etwg leurs ponérations,
etd; ; la distance entre deux individus quelconduet ;.

Le probEme est deé&finir d(A, B), distance entre dewéments d’une partition de.
Cas d’'une dissemblance

Les stragégies ci-dessous s'accomodent d'un simple indice de dissembl&fioe ehtre les
individus. Elles s’appliquergégalemené des indices plus strucés (distance) mais n’en utilisent
pas toutes les prop@tes.

d(A,B) = iergijréB(dij) (saut minimumsingle linkagg,
d(A,B) = sup (di;) (sautmaximum ou diagtre,complete linkage
i€AjeB
1
AB) = ————— id link
d(A, B) card A)card B) Z d;; (saut moyengroup average linkage

i€A,jeB
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Cas d'une distance euclidienne

Les strakgies suivantesatessitent la connaissance de éspntations euclidiennes des indi-
vidus : matricen x p des individus afin, au minimum, de pouvo#fair les barycentres nesg 4
etgp des classes.

d(A,B) = d(ga,gp) (distance des barycentres, ceitjp
d(A,B) = wd(gA, gp) (sautde Ward)
WA + WR

Important

Le saut de Ward joue uible particulier et est la striggjie la plus courante ; c’estadme I'option
par cefaut (SAS) dans le cas d’'une distance euclidienne entre individus. En effetece orduit,
a chaquestape de regroupement, une minimisation deglerdissance de la variance interclasses.

4.3 Algorithme

classification ascendante l@rarchique

o Initialisation Les classes initiales sont les singletons. Calculer la matrice de leurs
distances deua deux.
e It erer les deuxétapes suivantes jusqul’agrégation en une seule classe :

i. regrouper les deux classes les plus proches au sens de la “distance” entre classes
choisie,

ii. mettrea jour le tableau de distances en remplacant les deux classes régsyyar la
nouvelle et en calculant sa “distance” avec chacune des autres classes.

4.4 Graphes

Les graphes obtenusl’issue d’'une CAH onéte piesenés et illustés dans le paragraphe 2. Il
s’agit du graphique d’aide au choix du nombre de classes et du dendrogramme.

5 Agrégation autour de centres mobiles

5.1 Principes

Diff érents types d’algorithmes oéte cefinis autour du r@me principe deéallocation dy-
namiguedes individusa des centres de classes, eudrmes recalcéls a chaque #ration. Ces
algorithmes reqéirent une reg@sentation vectorielle des individus dan® iRuni d’'une nétrique,
géréralement euclidienne. Une adaptation de cet algorithme, PAM Raotitioning — clustering
— of the data into k clusters Around Médds; Kaufman & Rousseeuw, 1990), en est une version
robuste €galement adapea une matrice de dissimilagis. Ce dernier algorithme est en revanche
limité au niveau du nombre d’observations (200).

Il est important de noter que, contrairemaria méthode herarchique gcedente, le nombre
de classes doit étre cetermiré a priori.

Ces néthodes sonté@ratives : apFs une initialisation des centres consistant, le plus souvent,
a tirer abatoirement individus, I'algorithme epate deux oprations jusqui la convergence d'un
critere :
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i. Chaque individu est affeet laclassedont le centre est le plus proche.
ii. Calcul desk centresdes classes ainsi consties.

5.2 Principale méthode

Il s’agit de la néthode propd®e dans Forgy (1965).

ALGORITHME 5.2 :

e Initialisation Tirer au hasard, ou &lectionner pour des raisons éxieuresa la
méthodek points dans I'espace des individus, éamgral & individus de I'ensemble, apyied
centres ou noyaux.

e It erer les deuxétapes suivantes, jusgute que le crigre de variance interclasses ne
croisse plus de maeie significative, c'esé-dire jusqua la stabilisation des classes.

i. Allouer chaque individu au centre (c'eatdire a la classe) le plus proche au sens de
la métrique euclidienne choisie ; on obtient aindichaqueétape, une classification
enk classes, ou moins si, finalement, une des classes devient vide.

ii. Calculer le centre de gravétde chaque classe : il devient le nouveau noyau; si une
classe s’est vigle, on peugventuellement retirer @atoirement un noyau conghentaire.

5.3 Propriétés

Convergence Le critere (la variance interclasses) est majpar la variance totale. Il est simple
de montrer qu’il ne peut que ditee a chaquettape de I'algorithme, ce qui en assure la
convergence. |l egquivalent de maximiser la variance interclasses ou de minimiser la va-
riance intraclasse. Cette degne est alors&kcroissante et minée par 0. Coné@tement, une
dizaine d'ierations suffit @réralement pour atteindre la convergence.

Optimum local La solution obtenue est un optimum local, c’astlire que la&partition en classes
dépend du choix initial des noyaux. Plusieurgextions de I'algorithme permettent de s’as-
surer de la grsence déormes fortesc’esta-dire de classes, ou partie de classessgmtes
de manére stable dans la majagities partitions obtenues.

5.4 Variantes
Algorithmekmeans

Il s’agit d’'une modification de I'algorithme prédent, propase dans Mac Queen (??). Les
noyaux des classes, ici les barycentres des classes ceasgsont recalcésa chaque alloca-
tion d’'un individua une classe. L'algorithme est ainsi plus efficace, maigéplethd de I'odre des
individus dans le fichier.

Nuées dynamiques

La variante propa=e par Diday (1971) consisteremplacer chaque centre de classe par un
noyau constita d'élements regsentatifs de cette classe. Cela permet de corriger I'influence
d’éventuelles valeurs e@mes sur le calcul du barycentre.

Partitionning Around Medials

Cet algorithme, prop@spar Kaufman & Rousseeuw (1990), permet de classifier desdsnn
de facon plus robuste, c’eatdire moins sensibla des valeurs atypiques. Il pernégalement de
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F1G. 5.4 —Villes : Repésentation des classes (couleurs) obtenues par PAM dans les coeedonn
du MDS.

traiter des matrices de dissimil&@#. Les esultats sont fournis dans la figused, pour lequels le
nombre de classe est & priori a 5, comme le sugge la CAH, mais pour lesquels les classes
obtenues sont sensiblement dintes.

5.5 Combinaison

Chaque rathode pecedente peuétre plus ou moins adag® a la situation rencorge. La
classification hérarchique, qui construitatessairement la matrice des distances, n'accepte qu’'un
nombre limie d'individus ; de son @, la €allocation dynamiqueétessite de fixea priori le
nombre de classes. La st&gte suivante, ada@e aux grands ensembles de dess) permet de
contourner ces difficudts.

i. Exécuter une rethode deé&allocation dynamique en demandant un grand nombre de classes,
de I'ordre del0% den.

ii. Sur les barycentres des classesdpdentes, éxcuter une classification drarchique puis
déterminer un nombre “optimak de classes.

iii. Exécuter une rathode de&allocation dynamique sur tout I'ensemble en fixakte nombre
de classes et en choisissant pour noyaux les barycentres ésatrupondrant par les ef-
fectifs de classes) des classes @tdpe pecedente.
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Fic. 5.5 —Panctas : Double classification ascendanté@fairchiqgue des gnes etchantillons
biologiques avec saut de Ward. La répentation utilise des fausses couleurs pour visualiser les
proximites.

6 Donnees d’expression

Pour ce type de domes, les biologistes apmient particuBrement de construire une double
classification hérarchique opranta la fois sur les lignes et sur les colonnes. Uneé&sentation
en fausses couleurs fournit une lecture susceptible de prendre en compte les “distances” respec-
tives des lignes (@nes) d'une part et des colonnésifantillons biologiques) d’autre part, et de
se faire ainsi une ik des gnes pouvant influencer laénarchie obtenue pour l&chantillons.
Néanmoins, cette lecture @me en se limitard une glection des gnes propdss par I'analyse en
composantes principales (chapitre 3), n’est pas &ig€e (figureb).

Le choix de la distance estgpondrant dans lesisultats d’'une classification. Les figlget
6 fournissent les dendrogrammes de la CAH dans le cas d’'une dissiniaiituée a partir de
la corielation et dans celui d’une distance basur la co&lation au ca&. Comme pour le MDS
(chapitre pecedent), c’est au biologiste de choisir la ou les ésgntations aidant au mieux sa
compEhension desgulations et/ou inhibitions entré&ges.

Comme pour les dorées considrant les distances entre villes, il serait facile de coupler pour
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Obesite : cah genes
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PPAR - efad
PPAR - efad
PPAR - ref
WT - efad
WT - efad
WT - efad
WT - dha
WT - dha
WT - dha
WT - dha
WT - tsol
WT - tsol
WT - lin
WT - lin
WT - lin
WT - lin
WT - ref
WT - ref
WT - tsol
WT - efad
WT - tsol
WT - ref
WT - ref
PPAR - tsol
PPAR - tsol
PPAR - lin
PPAR - lin
PPAR - ref
PPAR - lin
PPAR - dha
PPAR - lin
PPAR - ref
PPAR - tsol
PPAR - tsol

PPAR - efad
PPAR - efad
PPAR - dha
PPAR - dha
PPAR - dha
PPAR - ref

Fic. 5.8 —Souris : double classification ascendanté&rarchique des individus-souris et des
variables-gnes selon la Bthode de Ward, avec la distance euclidienne.

les doniges d’expression une ré&sentation des classes par des couleurs dans le graphe du MDS,
ou encore de celui d'une ACP. Nous laissons au lecteur l&gation sur le nombre de combinai-
sons d’'options possibles (centrageduction, distance, céte de saut, projection, classification)

qui sont offertes par 'ensemble de ces outils.

7 Exemple : nutrition chez la souris

Le choix de la distance e&évidemment important. La pluséquemment rencoriée pour
I étude du transcriptome est du typeddebase sur la coglation. Il nous semble pertinent d’uti-
liser les trois types de distances et d’en d@&gjer leur com@mentarié quant I'interprétation des
résultats. Nous avons fait le choix de limiter cette comparaison des distances au MDS et nous nous
contenterons ici de psenter une classification lagssur la distance euclidiende. Le deuxeme
choix intervenant en classification concerne leecatd’agglongration, c’esta-dire la facon dont
est cfinie la distance entre deux groupes, et n'a pas d'indéaifion biologique simple. Ce choix a
plus une implication gonétrique, sur la forme des classes obtenues. Nous avong (gilisiere
de Ward parce qu'il favorise la construction de classes relativemenéfispies” et qu’on peut
lui associer des cétres guidant la@ermination du nombre de classes (Baccini & Besse, 2004,
chapitre 7).

Une repésentation &s Epandue en analyse des déas de biopuces consisidournir une
double classificatioa la fois des individus-souris et des variabléses.

L'interprétation de la double classification (Fig8) présente des analogies avec celle de I'ACP
sur le premier plan principal. Si I'on s’iatesse aux individus-souris, on peut constater que les
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Dimension

F1G. 5.9 —Souris :éboulis des valeurs propres pour le MDS de la matrice de distance euclidienne
intergénes.

deux genotypes sont diffrencés en deux groupes, I'exception de trois souris de tygePAR
ayant suivi les@égimesefad (pour deux d'entre elles) eef . Ce sont ces trois émes individus
gue I'on retrouve projé&ts dans la partieégative du premier axe de I'ACP (Fig.15. Pour les
variables-g@nes, on peut distinguer deux grandes classes correspondanésdepidonaes,a
deux niveaux d’expressions:gauche, lesanes dont I'expression est relativement faibléyoite

les genes dont I'expression est globalement pilsee. Dans cette seconde classe, un groupe
attire particulerement I'attention sur I'image : sur une bande verticale correspoadbhgnes,

les couleurs sont nettement plus variables que sur le reste de I'image. |l s'agétrdss g

CYP4A10, CYP4A14, CYP3A11l, L.FABP, THIOL, PMDCI, S14,
Lpinl, Lpin, FAS, GSTmu, GSTpi2, CYP2c29, G6Pase

qui apparaissent tous parmi lelss les plus cagtés aux deux premiers axes principaux de I'ACP
(Fig. 3.19.

MDS et classification apparaissent donc comme des techniqueséuoehires, mais elles
ne sont pas sensibles de I&me facon aux perturbations. La perturbation d’'une éerpeut for-
tement influencer la structure d’'un dendrogramme alors qu'en MDS, la prise en compte conjointe
de toutes les distances detuxieux assure une certaine robustesse pour le calcul des coeedonn
principales. Pour cette raison, il est utile de ésamter les classes dans une projection sur des axes
factoriels obtenus soit par MDS soit par ACRehbulis des valeurs propres (F&9) nous oriente
vers une refsentation du MDS en deux dimensions.

La repgésentation de la figurb.10 est analogu& celle &ja pesente (Fig.4.6). Elle est
compEtée par un codage en couleurs désies, selon leur appartenarice@ne classe issu de la
classification Hérarchique. Pour cela, nous avons dalarbre afin d’en extraire 5 classes.

Brievement, on peut noter que I'axe 1 met&imdence I'opposition @edemmengévoqlee
entre CAR1 (surexprif chez les souri®PAR et un groupe deanes CYP3A10 CYP4A1Q0
CYP4A14 PMDCI THIOL etL-FABP) qui est surexprir@d chez les souri®/T De manére simi-
laire, I'axe 2 oppose lesames induits par leegimedha (valeurs positives,&nes impligés dans le
catabolisme des lipides et dans létabolisme desénobiotiques) auxé&nes induits par leagime
efad (valeurs egatives, gnes principalement impliés dans la syn#ése de lipides). En remon-
tant vers les feuilles de I'arbre de classification, on notera que le groupedes pEsengs en
vert est &paé en deux sous-groupes qui conservent uneeaite visa-vis des fonctions bio-
logiques de catabolisme et de sy@gb des lipides respectivement. Une observation desdsnn
individuelles Evele que cesagulations opréees par lesagimes semblent plus maregs chez les
sourisWT Baccini et col. (2005) montrent que d’autres technique&tfoaéatoires par exemple)
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FiG. 5.10 —Souris : repésentation par positionnement multidimensionnel (distance euclidienne)
des 5 groupes issues de la classificatiograichique des gnes.
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permettent de confirmer ces observations de ararplus objective.



Chapitre 6

Analyse Canonique

1 Introduction

L'analyse canonique (A.C.) est uneéthode de statistique descriptive multidimensionnelle
qui présente des analogigsla fois avec I'analyse en composantes principales (A.C.P.), pour
la construction et l'intergrtation de graphiques, et avec kEgression ligaire, pour la nature
des donges. L'objectif gréral de I'A.C. est d’explorer les relations pouvant exister entre deux
groupes de variables quantitatives obges/sur le iame ensemble d'individus. &tude des rela-
tions entre deux groupes de variables constitue la principale partiéutlgritA.C. par rappora
I'A.C.P. De ce point de vue, I'A.C. est d'avantage proche dé&tgession liaire multiple (expli-
cation d’une variable quantitative par un ensemble d’autres variables quantitatiedsdde dont
elle constitue, d’ailleurs, uneegéralisation (on retrouve l&gression lorsqu’un des deux groupes
de I’'A.C. ne comporte qu’'une seule variable).

En fait, 'analyse canonique est, sur le pladdhique, la nethode centrale de la statistique des-
criptive multidimensionnelle, dans la mesung elle ¢gréralise diverses autresétiodes. Outre
la régression ligaire, I'A.C. redonne en effet I'analyse factorielle discriminante lorsqu’un des
deux groupes de variables est remplgar les indicatrices d’'une variable qualitative. Elle re-
donneégalement I'analyse factorielle des correspondances lorsque chacun des deux groupes est
rempla& par les indicatrices d’une variable qualitative. Signakgeement qu’il existe certaines
géréralisations de I'A.Ca plus de deux groupes de variables quantitatives et qu’elles permettent
de retrouver I'analyse des correspondances multiples (en remplagant chaque groupe par les indica-
trices d’'une variable qualitative), ainsi que I'A.C.P. (en ne mettant qu’'une seule variable quantita-
tive dans chaque groupe). Nous ne nougriegserons ici g&'l’A.C. classique, entre deux groupes
de variables quantitatives.

En dépit de sa place centrale au sein desthmdes de statistique multidimensionnelle, pen-
dant longtemps, I'A.C. rétait pas (ou &s peu) enseigie dans ces cursus, compte tenu du petit
nombre d’applications auxquelles elle donnait lieu. Les choses ont ehdiadpord vers le milieu
des anbes 1990, avec leédeloppement de le&gression P.L.Spéartial least squares méthode
assez voisine de I'A.C., ensuite, pliscemment, avec I'apparition des dé@es de biopuces, dont
certaines r@lvent typiquement de I'A.C. quaatleur traitement.

Le logiciel statistique SAS dispose d’'une pedcire assez cormgte cediéea I'A.C. : CANCORR
Divers ceveloppements de ce chapitre ont pour objectif de mieux saisir la signification de cer-
taines sorties de cette péxdure. Les commandes R permettant de mettre en ceuvre I'A.C., telles
gu’elles seront @senges dans les T.P., ot quelque peu cal@es sur le principe de la predure
CANCORR

81
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2 Approche élementaire

2.1 Exemple : nutrition chez la souris

C’est encore I'exemple de la nutrition chez la souris qui sera@til@ur illustrer I'A.C. Nous
disposons donc des 40 souris sur lesquelles oresésse maintenaatdeux cagories de mesures
(de variables) : les expressions des 12hap consigrés et les proportions de 21 acides gras
hépatiques. La question qui wre aborée ici est celle des relations entre ces deux ensembles
de variables : certains acides gras sont-ils pl@s@nts lorsque certaingmes sont surexpries,
ou le contraire... Lagponse sera essentiellement fournie par les graphiques produits par I'A.C. et
dans lesquels seront simulanent repesenés gnes et acides gras : il s'agira donc de graphiques
relatifs aux variables.

Notons tout de suite gu'il n'est pases courant de repsenter les individus en A.C. Tou-
tefois, compte tenu des particul@stde I'exemple cons@ié ici (petit nombre d’observations et
structuration de ces observations selon les factew@sdtype” et “egime”), nous galiserons ces
graphiques et nous verrons quel est leugritt

2.2 Notations

Dans toute la suite de ce chapitre, on notelanombre d’individus consgtés (autrement dit,
la taille de I'echantillon obse®, ici 40),p le nombre de variables (quantitatives) du premier groupe
(les enes) ety le nombre de variableg@alement quantitatives) du second groupe (les acides
gras). On ésignera paK la matrice, de dimension x p, contenant les observations relatives au
premier groupe de variables et (drla matrice, de dimension x ¢, contenant celles relatives au
second groupe. Lgiéme colonne dX (j = 1,..., p) contient donc les observations$ de la;-
iéme variable du premier groupe (8efX/, il s'agit de I'expression di-iéme @ne retenu) sur les
n individus consiérées ¢ = 1,...,n). De néme, lak-iéme colonne d& (k = 1, ..., q) contient
les observationgf de lak-iéme variable du second groupe @®t*, il s’agit du pourcentage
relatif auk-ieme acide gras retenu).

En A.C., il est recessaire d'avoip < n, ¢ < n, X de rangp etY de rangg. Par conéquent,
dans I'exemple consédé, il aéte necessaire de faire unélection des gnes et de ne retenir que
les plus importants (ceux dont l8le péponérant a pealablemenéte mis enévidence au moyen
des techniques exploratoires). Bien que ce ne soit pas &gaoda tleorie, nous avonsgalement
fait, pour étre colerents, une&ection des acides gras. Finalement, nous avélectonré 10
genes et 11 acides gragépmatiques.

Les genes sont les suivants :

PMDCI THIOL CYP3A1ll CYP4A10 CYP4Al4 Lpin Lpinl GSTmu GSTpi2 Si14.
Les acides gras sont les suivants :

C16_0 C18 0 C18_1n_7 C18 1n_9 C18 2n_6 C18_3n_3

C20_4n_6 C20 5n_3 C22_5n_3 C22 5n_6 C22_6n_3.

Remarque. —On notera que la notation habituelle des acides gras est un petedift de celle
ci-dessus; aingC18 1n_7 correspondC18:1n-7 ; la notation adoite est Bcessaire pour la
lecture par le logiciel SAS.

Enfin, sans perte deégéralite, on supposégalemenp < ¢ (on désigne donc par premier
groupe celui qui comporte le moins de variables). Finalement, nous avons €i40; p = 10;
q=11.
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2.3 Principe ¢enéral de la méthode

Chaque variable de chacun des deux groupes (leed€xet les 11 acides gras) sont mesar
sur lesn individus (» = 40). On peut donc associarchacune un ensemble de 40 valeurs, autre-
ment dit un vecteur de R (espace vectoriel que I'on agalablement muni d’une baseépiate
et d’'une netrique appropée). C’est dans cet espace’lRque I'on peut éfinir la méthode : elle
consistea rechercher le couple de vecteurs, I'ul diux gnes, I'autres aux acides, les plus cor-
reles possible. Ensuite, on recommence en cherchant un second couple de vecteurs r&mn correl
aux vecteurs du premier et le plus coe®kntre eux, et ainsi de suite. Landarche est donc simi-
laire a celle utili€e en A.C.P. ou en analyse factorielle discriminante. Le&sprtation graphique
des variables se fait soit par rapport aux vecte@s diux gnes, soit par rappoé ceux les aux
acides (en gréral, les deux soréquivalentes, au moins pour ce qui est de leur inégpion). Ces
vecteurs, obtenus dans chaque espace @&aatiacun des deux groupes de variables, sont ana-
logues aux facteurs de I'A.C.P. et sontici afs¥ariables canonique€€omme en A.C.P., on peut
tracer le cercle des cdlations sur le graphique des variables, ce qui en facilite I'inéation
(dont le principe est le @me que pour le graphique des variables en A.C.P.). Des é&ashs
technigues permettent de faigalement un graphique pour les individus.

Appelonsd le nombre de couples de variables canoniquegguggressants, autrement dit la
dimension retenue pour les régentations graphiques. On écessairement < d < p, et on
choisit en @rérald entre 2 et 4. Nous noterofi®™*, W*) (s = 1,...,d) les couples de variables
canoniques retenus; on posera= Cor(V/*,W#) et on appelleraorrélations canoniquetes
coefficientsp, qui sont, par constructiongdroissants.

3 Approche mathématique

Dans ce paragraphe, nous reprenons, plusé&aildet avec plus de rigueur méthatique,
les élements pesenés dans le paragrapheépedent. Le lecteur biologiste peu familigisvec
ces notions de maématiques pourra donc le parcouriggrrapidement et se contenter d'aller y
chercher quelquegsultats, lorsqueatessaire.

3.1 Representations vectorielles des doraes

Comme en A.C.P., on peut conéigr plusieurs espaces vectorigiels assoéis aux observa-
tions.

Tout d’abord, I'espace des variables; c’dst= R", muni de la base canonique et d’'une
certaine nétrique, en gréral I'identite. A chaque variabI(-‘Xj est assoé un vecteur unique’
de F dont les coordonges sur la base canonique sontd¢gi = 1,...,n). De meme,a chaque
variableY* est assoé un vecteur uniqug” de F', de coordonées IeSyf. On peut ainsi dfinir
dansF deux sous-espaces vectorielSy, engende par les vecteurs’ (j = 1,...,p), en ¢ggeréral
de dimensiorp, et Fy, engende par les vecteurg® (k = 1, ..., q), en geréral de dimension.

pa

Remarque. — est courant de munir I'espace vectorielde la netrique dite “des poids”,&finie,
relativement la base canonique, par la matrice diag . . ., p,), ot lesp; (i = 1,...,n) sontdes
poids (positifs et de sommégalea 1) assod@s aux individus obse@s. Lorsque tous ces poids sont
égaux, ils valent éacessairemen}; et la matrice éfinissant la ratrique des poids val%tln, oul,
est la matrice identitd’ordren. Dans ce cas, il egtquivalent d'utiliser la ratrique identié, ce que
nous ferons par la suite, dans la mesurdes individus seront systmatiquemenéquipon@res.

On peut ensuite congider deux espaces vectoriels pour les individug,= RP et By = RY,
eux aussi munis de leur base canonique et d'une certétrigue. Dandr x, chaque individu est
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repiesené par le vecteur;, de coordon@esz? (j = 1,...,p) sur la base canonique. Deéme,
dansEy, lindividu i est repéseng par le vecteuy;, de coordonaes leg/”.

En fait, c’est surtout 'espacE' que nous consieterons par la suite, leéfinition de 'A.C. y
étant plus naturelle.

3.2 Retour sur le principe de la methode

Le principe gréral de I'A.C. est écrit ci-dessous, dans I'espace des variables

Dans un premier temps, on cherche un couple de varigblegy'!), V! étant une combinai-
son lirkaire des variableX’ (donc unélement deFy), normée, etlV’! une combinaison ligaire
des variabled’* (donc unélement deFy-), normée, telles qué’! et W' soient le plus coélées
possible.

Ensuite, on cherche le couple ndxifi’2, 1W?2), V2 combinaison ligaire desX’ non corélee
aVv! etW? combinaison ligaire des’* non coréleea W, telles quel’? et W2 soient le plus
correlees possible. Et ainsi de suite...

Remarque. —Dans la mesuretl’A.C. consistea maximiser des cagtations, quantés inva-
riantes par translation et par hometie de rapport positif sur les variables, on peut centrer et
réduire les variables initiale¥’ etY* sans modifier lesasultats de I'analyse. Pour des raisons de
commmodié, on le fera sy&matiquement. Par coaguent, les matriceX et’Y seront @sormais
suppoges centes etéeduites (en colonnes).

L'A.C. produit ainsi une suite dg couples de variabled’¢, W*), s = 1,...,p. Les variables
V' constituent une base orthonaendel’y (lesV®, combinaisons ligaires de variables ceatrs,
sont centees ; comme elles sont non delges, elles sont donc orthogonales pour &rique iden-
tité). Les variable$V* constituent, de i@me, un systme orthonorra deFy (ils n’en constituent
une base que g = p). Les couples(®, W#), et plus particukrement les premiers d’entre eux,
rendent compte des liaisonséiaires entre les deux groupes de variables initiales. Les variables
Vs et W sont appedes lesvariables canoniqued.eurs corélations successivesgdroissantes)
sont appddes lesoefficients de coalation canoniquéou corrélations canoniquéset notesp;
I=pr=p2=->pp=0).

Remarque. —Toute variable canoniqué®e est, par construction, non céfee (donc orthogonale)
avec les autres variables canoniqi€s s # so. On peutégalement montrer qUE®° est non
correlee avedV*, si s # so (la méme propiete est bien &r vraie pour toute variabl&/ 40 avec
les variabled/ ¢, s # sg).

Remarque. —Si nécessaire, on peut congpér le sysme des variabled’s (s = 1,...,p) pour
obtenir une base orthonoém deFy dans laquelle les deries variable$Vs (s =p+1,...,q)
sont assoéesa des coefficients de c@ation canonique nulgf = 0, pours =p+1,...,q).

3.3 Proprieté

La proprété donrée ici permet, dans la pratique, determiner les variables canoniqués et
W# en utilisant un algorithme standard de recherche des vecteurs propres d’'une matrice.

Dans I'espace vectorigi’ muni de la nétrique identié, notonsPx et Py les matrices des
projecteurs orthogonaux sur les sous-espdte®t Fy définis plus haut. Les formules usuelles
de cefinition des projecteurs permettenédtire (X’ désignant la matrice transpas deX) :

Px = X(X'X)"'X'; Py = Y(Y'Y) 'Y

On peut alors montrer la progté ci-dessous.
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PROPOSITIONG6.L — Les vecteurdy® sont les vecteurs propres noeside la matricé€Px Py
respectivement ass@s aux valeurs propres; rangees par ordre écroissant (on peutérifier
gue ces valeurs propres sont comprises entre 1 et 0). ®aenles vecteudd ¢ sont les vecteurs
propres norngs de la matric@y Px respectivement ass@s aux remes valeurs propres;. De
plus, les coefficients de c@lation canonique sont les racines caées positives de ces valeurs
propres :ps = vAs, s = 1,...,p (le logiciel SAS fournit les coélations canoniques, ainsi que
leurs caries ).

3.4 Retour sur les repésentations graphiques

Comme en A.C.P., les regsentations graphiques désultats d’'une A.C. se font en dimen-
sion teduite (souvent 2 ou 3). Nous noterahgette dimension, avecl: < d < p. Plusieurs
repesentations sont envisageabfa fois pour les variables et pour les individus.

Repésentation des variables dans le sous-esgace

Désignons par® etw?® les vecteurs dé'y et Fy respectivement ass@s aux variables cano-
niquesVs et s,

DansFy, on consi@re la base orthonor@e (v, .. ., v?) que I'on restreind (v, . . ., v%) pour
les repésentations graphiques.

On peut tout d’abord repsenter chacune des variables initiales au moyen de ses coor-
donrées sur les®. Ces coordonges s’obtiennent en calculant les produits scalaires , v >,
j=1,...,p,s = 1,...,d. Les variablesX’ étant centes et &duites, les vecteurs’ sont
centés et norrés (et il en va de #me pour les vecteurs), de sorte que ces produits scalaires
sontégaux aux co@élations entre variables initiale§’ et variables canoniqué® (au coefficient
n Pres, puisqu’on a consié la nétrique identig).

Dans le néme espace, on pegjalement refisenter les variables de I'autre groupe Yésen
projetant tout d’abord les vecteursdansFx, au moyen d®x, puis en prenant le produit scalaire
de ces projections avec les vecteutsOn doit donc calculer pour cela les produits scalaires

< Px(yF),v® >=< *, Px(v®) >=< y*,v° >,
encoreégaux aux co@lations entre les variables initial®¢ et les variables canoniqués.

Dans la mesuretole graphigue ainsi obtenu est “bon” (sur ce point, voir plus loin), on peut
I'utiliser pour interpéter les relations (proxinés, oppositionsgloignements) entre les deux en-
sembles de variables. Par construction, ce graphiquésepte les coetations entre les variables
canoniqued’* et les variables initialeX7 et Y*, corilationsa la base de son integgation. On
peut aussi conforter cette integpation en utilisant les coefficients de dlation lintaire entre
variablesX’, entre variable3*, et entre variableX 7 etY*. Tous ces coefficients sont eargral
fournis par les logiciels.

Repgésentation des variables dans le sous-esgace

De fagon syratrique, on restreint le syshe (w!, ..., wP) de Fy aux preméres variables
(w', ..., w?), par rapport auxquelles on ré&sente aussi bien les variables initiakéé que les
Y*, selon le néme principe que celuiatrit ci-dessus (les coordod@s sont les cagtations).

La encore, dans la mesure ce graphique est “bon”, il permet d'intefter les relations entre
les deux ensembles de variables.

Les deux graphiques (dai; et dansFy) ayant la nime qualié et conduisant aux @mes
interpietations, un seul suffit pour inteéder les ésultats d'une analyse.
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Repgésentation des individus

Dans chacun des espaces relatifs aux individiss ét £'y), il est encore possible de faire une
repesentation graphique de ces individus en dimendiotes deux ref@sentations graphiques
étant comparables (d’autant plus comparables que leslations canoniques soale\ees).

En fait, on peut @rifier que les coordora®s des individus sur les axes canoniques pour ces
deux repésentations sont respectivement deespar les lignes des matridég (dansEx) etWy
(dansEy), V4 et W4 désignant les matricesx d dont les colonnes contiennent les coordesm
desd premeres variables canoniques sur la base canonigue de

Choix de la dimension

Comme dans toute @thode factorielle, diffrentsélements doivenétre pris en compte pour
le choix de la dimensiod dans laquelle on&alise les graphiques (et dans laquelle on in&tepr
les esultats).

e Tout d’abord, il est clair qué doit tre choisi petit, I'objectif gréral de la nethodeétant
d’obtenir des esultats pertinents dans une dimensiéduite ; ainsi, le plus souvent, on
choisitd égala 2, 3 ou 4.

e Plus l'indice de dimensior augmente, plus la cdlation canonique, diminue; or, on
ne s’inéresse pas aux céfations canoniques faibles, puisqu’on cherahexpliciter les
relations entre les deux groupes de variables ; parézprent, les dimensions correspondant
a desp, faibles peuvenétre regligées.

e Le pourcentage que chaque valeur propsreepsente par rappoét la somme de toutes
les valeurs propres, c’eatdire par rappora la trace de la matrice diagond&eés facilitent
également le choix dé (voir la remarque 5).

4 Compléments : analyse canonique etagression multivariee

L'objectif principal de ce paragraphe est de donner uie,id I'utilisateur du logiciel SAS,
du principe des tests figurant dans la frddreCANCORRcelle qui permet degaliser I'analyse
canonique. Accessoirement, ce paragraphe introduédeession multivaée et fait le lien entre
cette technique et I'analyse canonique.

On notera que les testsgzengs ici sont des tests statistiques classiques dans le contexte
de I'analyse multivaée, que ce soit 'analyse canonique, égnession multivagée, I'analyse de
variance multivage (la MANOVA), ou néme I'analyse discriminante. lls apparaissent ainsi dans
toutes les proedures du logiciel SAS permettant de mettre en ceuvre édsoales.

Le lecteur peu familiaris avec les rathodes mitivaBes pourra @éanmoins sauter ce para-
graphe.

4.1 Introduction

Ouvrages et logiciels anglo-saxons de statistiq@ésemtent souvent I'analyse canonique pa-
rallelementa la 'egression ligaire multivaree (égression d’'un ensemble de variab}é’s a ex-
pliquer, sur un autre ensemble de variahles explicatives). Cette approche est, en fait, assez
naturelle, dans la mesurél ¢es donies sont de Bme nature dans les dewethodes etw'on
cherche, dans I'une comme dans l'autre, des relatiogsilias entre variables.

Il convient toutefois de noter les deux difences fondamentales entre les dewthodes :
contrairemend ce qu'il se passe en A.C., les deux ensembles de varialiles Y* ne sont pas
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symetriques ené&gression, puisqu'’il s’agit d’expliquer les variablE§ au moyen des variables
X7 ; d’autre part, toujours erégression, on suppose la norméalites variablesponsed’*, alors
gu’aucune hypotbse de cette nature n’estaessaire en A.C. L'avantage de cette hypséh(lors-
gu’elle est “raisonnable”) est de permettre daliser des tests dans le nabelde égression.

4.2 Le mockle de regression multivariee

Le mockle de egression multivaéie des variables* sur les variable/ s’écrit :
Y=XB+U;

les matricesY, n x q, et X, n x p, sont celles introduites en A.CB est la matricen x ¢ des

parangtres inconnusy estimer (les coefficients degression) U est la matricex x ¢ des erreurs
du mockle. Chaque ligné/; de U est un vecteur &htoire de R suppog& N, (0,X), lesU; étant

independantsX, est une matrice inconnua,estimer, supp@e constante e).

L'estimation maximum de vraisemblance Beconduita la solution :
B = (X'X)"'X'Y.
On appelle alorgaleurs pedites(deY par le moele) les quantés :
Y =XB =PxY;
d’autre part, on appellesidudes quantiés :
U=Y-Y =PxY

(dans lecriture ci- dessusP)L( désigne, dans R le projecteur orthogonal sur le sous-espace
suppE-mentaire orthogonal F'y dans R ; on sait que ce projecteurérit : Px = I,, — Px).

4.3 Matrices intervenant dans les tests

Dans le cadre du maéde gaussien, on peut tester la significaéivdu mo@le en gréralisant
le test de Fisher, bien connu dans le cas unidimensionnel. Alerateur de la statistiqgue de
Fisher figure la norme cae du vecteug — 7, ici rempla@e parY’Y (cette matrice est cel@e).
Au dénominateur figure la norme cag des @sidus, ici rempla@e parU’U (on réglige, pour
l'instant, les deges de libe® de ces quanés). La statistique de Fisher est donc remgdapar
le produit matricielY’Y (U'U)~!. Comme on & = PxY, ilvient: Y'Y = Y'PxY = H
(Ia notationH est standard, car cette quaatést leea I'hypothese nulle tegte). D’autre part,
— PxY entrdne : U'U = Y'PxY = E (il s'agit encore d’une notation standard, cette
matrlce repésentant les erreurs du nmid). Les tests multidimensionnels de significagivitu
mockle sont ainsi b&s sur Ieétude des valeurs propres soit du produit matriciel

HE ' = (Y'PxY)(Y'PxY)!

soit encore du produll(H+E)~!, les valeurs propres de ces deux matricesgsigant les unes
des autres. Bveloppons le second produit matriciel :

H+E=YPxY+Y(I,-Px)Y=Y'Y;

dou:
HH+E) ! =YPxY(YY)!
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matrice ayant les Bmes valeurs propres que
PxY (YY) 'Y’ = PxPy,

c'esta-dire les\; (s = 1, ..., p), carés des codlations canoniques.
Remarque. —On peut erifier (le esultat est classique) que les valeurs propres de la matrice

A , - .

HE! valent ] s}\ . Ces valeurs propres sont fournies par le logiciel SAS, ainsi que les pour-
- s

centages (et les pourcentages cuashu’elles refsentent par rappagtleur somme, trace de la

matriceHE 1.

En interpétant ces pourcentages comme la part d’'inertie globale du nuage des individus res-
tituée par les diffrents axes canoniques (ce gu’elles sont, par exemple, en analyse factorielle
discriminante), ces quarés facilitent le choix de la dimensiahretenue pour les graphiques et
les interpétations.

4.4 Tests

Il existe plusieurs tests de significat&idu mo&le de egression multivaée, en @réral
équiva-lents (au moins au niveau dégidions qu'ils entfiment). Ces tests sont leémgralisations
classiques du test de Fisher au cas multévéon les retrouve, par exemple, en analyse de variance
multivariée) et sont des tests asymptotiques. Le logiciel SAS fournit les trois premiers ci-dessous,
mais pas le quatime. Il fournitégalement le test de Roy, leasur la plus grande valeurs propre
A . R ,

1)\ , mais ce test est deconseiller.
- Al
Le test de Wilks, adaptation du test du rapport des vraisemblances, @stpée statistique

de la matricédHE !, soit

P

A=TJa -2 =T -
s=1

s=1

Le test de la trace de Pillai est léasur la statistique

p
Z=traceHH+E)' =) A,
s=1

Le test de la trace de Lawley-Hotelling est &asir la statistique

s
1— X

p
T? = traceHE ! = Z
s=1

Le test du khi-deux est basur la statistique

p

1
K=—[(n=1)-5(p+q+1) ln]:[1(1 —As)-

Le test du khi-deux @sente I'avantage @tre directement utilisable, puisqu’on compare la
statistiqueX” a une loi de khi-deu® pg degés de liberis (il s’agit d'un test appro@).

Dans les trois autres tests ci-dessus, on doit transformer la statistigde(172) pour obtenir
un test de Fisher approghles transformatioristant assez compli@esa expliciter (toutefois, SAS
les ealise automatiqguement).
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Remarque. —Dans un article de 1951, Rao a ma@ngue, dans la plupart des cas, 'approximation
de Fisher du test de Wilks est la meilleure. C’est donc le test que nous conseillerons.

Si le moctle de egression est significatif (il en va alors déme pour I'analyse canonique),
on peut tester la significatiétd’'une dimension et de I'ensemble des suivantes, en particulier pour
guider le choix de la dimension en A.C. Ainsi, supposons que leglations canoniques soient
significatives depuis la premie jusqua lak-ieme ( < k < p). On peut alors tester I'hypodise
nulle

{Ho: ppy1=--=pp =0} (<= {Hp:d=k})
contre l'alternative
{H1 D Pk+1 > 0} (<:> {Hl td > k})

Pour cela, il faut adapter soit le test de Wilks, soit le test du khi-deux.

Pour le test de Wilks, il suffit de faire le produit des quaitl — A\;) de l'indicek + 1 a
I'indice p et d’adapter la transformation en fonction des nouvelles dimensions. SAS le fait auto-
matiquement. Pour le test du khi-deux, il faut coksét la statistique

k D
Kk.:—[(n—l—k)—%(p—&-q—i—l)—i-z%]ln H(l—)\s)
s=1"°% s=k+1

et la comparea une loi de khi-deug (p — k)(q — k) degés de liberé.

Remarque. —Dans l'utilisation de ces tests, il convient de ne pas perdre de vue d’'une part qu’il
s'agit de tests asymptotiques (d’autant meilleurs que la taille &zhédintillon,n, est grande),
d’autre part qu'ils ne sont valables que sous I'hyg@stnde normakt des variable¥ .

5 Exemple : nutrition chez la souris

5.1 Traitements préliminaires

Nous donnons ci-dessous les statistigglementaires relatives aux deux groupes de variables.
Les corélations entre gnes se trouvent en Annexe A, celles entre acides en Annexe B.

Variable N Mean Std Dev Minimum Maximum
PMDCI 40 -0.7673 0.1861 -1.07 -0.44
THIOL 40 -0.4110 0.2125 -0.90 -0.03
CYP3All 40 -0.5083 0.2556 -1.02 0.06
CYP4A10 40 -0.9798 0.2237 -1.33 -0.48
CYP4A14 40 -0.9930 0.2460 -1.29 -0.15
Lpin 40 -0.7533 0.1735 -1.13 -0.48
Lpinl 40 -0.7648 0.1638 -1.10 -0.49
GSTmu 40 -0.1190 0.1504 -0.44 0.23
GSTpi2 40 0.2298 0.1422 0 0.55
Si14 40 -0.8068 0.2008 -1.05 -0.25
Variable N Mean Std Dev Minimum Maximum

Cl6 0 40 23.03 3.57 14.65 29.72

Cl8 0 40 6.75 2.64 1.68 10.97

C18 1n 7 40 4.43 3.38 1.53 15.03

C18 1n 9 40 25.27 7.34 14.69 41.23
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C18 2n_6 40 1528 8.76 231 40.02
C18 3n_3 40 2.89 5.83 0 21.62
C20_4n_6 40 5.28 4.46 0.75  15.76
C20_5n_3 40 1.79 2.59 0 9.48
C22 5n_3 40 0.87 0.86 0 2.58
C22_5n_6 40 0.44 0.66 0 2.52
C22_6n_3 40 5.91 5.33 028  17.35

Remarque. —Les valeurs ci-dessus sont relatives aux variables brutes (awedwnmitiales).
Comme indigé dans la remarque 3, ces variables ont en&fitecentées et eduites avant la
réalisation de I'A.C.

5.2 Analyse canonique
Géreéralités

Les premiersésultats fournis par une A.C. sont les @ations croiées entre les deux groupes
de variables. Nous donnons ces étations dans I'annexe C.

Ensuite sont doréres les coflations canoniques reproduites ci-dessous.

Canonical Correlation
0.96
0.93
0.91
0.86
0.79
0.72
0.61
0.41
0.25
0.04

[
QuOUo~NOoOOUODWNE

On notera que “le plus petit” groupe ne comportant que 10 variables, on negieuncher
gue 10 corelations canoniques. L'objectif principal de I'A.@tant détudier les relations entre
variables des deux groupes, on peut noter ici qu’il existe effectivement des relations fortes entre
ces deux groupes, puisque les premiers coefficients canoniqueses@hetes. Compte tenu des
valeurs importantes des premiers coefficients, on peut raisonnablement se contenter de deux ou
trois dimensions powtudier les @sultats fournis par la@thode et nous avons choisi ici seulement
deux dimensions, compte tenu qu'il s'agit essentiellement d’une illustration.

Remarque. —Les valeurs propres de la matriEEE~! et les pourcentages d’inertie reséitupar
les differentes dimensions sont les suivants :

Eigenvalues of Inv(E)*H
= CanRsg/(1-CanRsq)

Eigenvalue Difference Proportion Cumulative
1 12.7583 6.1471 0.4167 0.4167
2 6.6111 1.7001 0.2159 0.6326
3 4.9111 2.1433 0.1604 0.7930
4 2.7678 1.1107 0.0904 0.8833
5 1.6571 0.5892 0.0541 0.9375
6 1.0679 0.4877 0.0349 0.9723
7 0.5802 0.3792 0.0189 0.9913
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8 0.2010 0.1369 0.0066 0.9978
9 0.0641 0.0623 0.0021 0.9999
10 0.0018 0.0001 1.0000

Par ailleurs, les tests de Wilks, de significaévite chaque dimension, sont les suivants :

Test of HO: The canonical correlations in the
current row and all that follow are zero
Likelihood Approximate

Ratio F Value Num DF Den DF Pr>F
1 0.00003857 4.08 110 155.53 <.0001
2 0.00053068 3.31 90 145.91 <.0001
3 0.00403909 2.77 72 135.32 <.0001
4 0.02387531 2.21 56 123.78 0.0001
5 0.08995724 1.78 42 111.33 0.0090
6 0.23902627 1.41 30 98 0.1087
7 0.49427788 0.99 20 83.865 0.4795
8 0.78104952 0.56 12 69.081 0.8636
9 0.93806320 0.29 6 54 0.9380
10 0.99819295 0.03 2 28 0.9750

On voit que le choix optimal de la dimension serait probablerdest4 (ne pas oublier que
ces tests sont asymptotiques et que nous axoas40). Pour simplifier, nous ne psentons, par
la suite, que les graphiques selon les deux peeesidimensions.

Graphique des individus

Dans un premier temps, nous avoéali€ le graphique des individus (les 40 souris) relative-
ment aux deux premiers axes canoniques de I'espacextesfy (Fig. 1). En gréral, dans une
A.C., ce graphique sert seulementontdler I'homogeneit de I'ensemble des individus (absence
d’individus atypiques par exemple). Ici, dans la mesurdes individus proviennent d’un plan
d’expériencesa deux facteurs cra@s (le @gnotype et le&gime), il est inkressant de regarder si
I'on retrouve la structure de ce plan. On notera que cela&snit en ce qui concerne lergptype
et encore assez net pour ce qui esté&lyime (en fait, la selection degges &€ realige de telle
sorte que ceux retenus soient le plus structurant possible pour ces deux facte@ssilté, rs'il
est rassurant, n'a donc rien d’extraordinaire).

Signalons pour terminer qu’on &galement &ali€ le graphique des individus relativement
aux deux premiers axes de l'autre espace (espace des acideBygras,qu’il est tes semblable
a celui-ci.

Graphique des variables

Pour la repesentation des variables, nous avons c@gite sous-espacEyx, engende par
les 10 gnes, et nous avons ré&geng a la fois les gnes et les acides gras relativement aux deux
premeres variables canoniquég! et V2 (Fig. 2). Comme indigé en 3.4, les coordoges des
variables initiales sont fournies par leur d&ations avec les variables canoniques.

Certaines associations entrengs et acides gras, en particulier celles corresporaialets
points éloigrés de l'origine, sont ilfressantea noter. Ainsi peut-on observer que kparation
des @notypes est principalemenéé d’'une paré I'accumulation peferentielle de I'acide gras
C18 _2n_6 chez les souri®PAR au cetriment deC16_0, deC18 0 et des acides gras longs
polyinsatuesC20_5n_3 etC22_6n_3 (lesoméga 3, d’autre part la plus forte expression des
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FiG. 6.1 —Souris : repésentation des individus (souris) dans I'espace dageg. Les WT sont en
rouge-gras et les PPAR en bleu-italique ; les rianos correspondent augimes.

genesTHIOL, PMDC| CYP3A11etGSTpi2 chez les sourigVTpar rapport aux sourBPAR On
peutégalement noter les proxirgi entre |e€C16_0 et le geneTHIOL, ainsi que les proximéts
entreCYP3Allet GSTpi2 et les acides gra€18 0 et C22 6n_3. Par ailleurs, I'opposition
entre le egime2-efad et les Egimesl-dha et3-lin est liée, sous@gimeefad , a I'ac-
cumulation d'acides gras monoinsaar(C18 1n 9 et C18 1n_7) chez les souris des deux
génotypes (mais plus marge chez les sourBPAR, accompagee de la surexpression demg
S14 presque exclusivement chez les soWiE Sous egime riche e®méga 3(1-dha et3-lin ),
on observe une accumulationéfrentielle des acides gr&20_5n_3 (surtout pour le &gime
lin ), C22_6n_3 (surtout pour le&gimedha) etC18 0 accompagee de egulations positives
des @nesGSTpi2, CYP3Allet desCYP4Aqui, cependant, s&velent moins marcges, voire
absentes, chez les soURPAR Enfin, remarquons que la position partiéné du egime5-tsol
chez les souriPPARest lieea I'accumulation exemement marcee deC18 2n_6 dans le foie
de ces souris sous leégimetsol (sous ce&gime, la proportion d€18_2n_6 est presque deux
fois plus importante chez les souR® ARque chez les sourld/T), soulignant ainsi ledle primor-
dial de PPARy dans la prise en charge de cet acide gras, que ce soit poagesddtion ou pour
son utilisation pour la biosynéise des acides gras longs polyinsasute la familleOméga 6
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FIG. 6.2 —Souris : repésentation desanes (en rouge-gras) et des acides (en bleu-italique) dans
le sous-espace degges.
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Chapitre 7

Modele lineaire et regression

1 Introduction

Ce chapitre fait suite aux peedents sur les analyses descriptives en adoptant un esgniediff
puisqu’abordant la statistique arentielle.

Un mockle linéaire est une expression qui relie une variable quantitative (la vadaitpli-
guer)a des variables, quantitatives et/ou qualitatives (les variables explicatives).

Les analyses des melés lireaires portent des noms difents selon la nature des variables
explicatives utiliges dans le made. Le tableau suivant contient le nom desétiihtes analyses
par nature des variables explicatives.

Variables explicatives Nom de I'analyse

1 quantitative régression simple
plusieurs quantitatives régression multiple
plusieurs qualitatives analyse de variance

1 ou plusieurs quantitatives et plusieurs qualitativesalyse de covariance

Il existe cependant uneébrie statistique englobant ces divers types deafesd: le moéle
linéaire.

Notons que si non plus une, mais plusieurs variables quantitatives soliquer conjoin-
tement, on se place dans le cadre detlgression multivagée, qui est fortementéea I'analyse
canonique. D’autre part, si la variakdeexpliquer est qualitative pldt que quantitative, d’autre
mockles sonth mettre en place comme lagression logistique ou l&gression logligaire qui
s'integrent dans la famille du metk linéaire gréral.

Dans la suite, nous aborderons étail le moale de égression simple, puis hous passerons
en revue les autres meleds avec leurs ggificites en gardant en@moire que les &thodes d’es-
timation des para#gtres, les tests et les analyses diagnostics sont identiques.

2 Le modele de egression simple

Le but d’'une analyse dégression est 8tudier les relations qui existent entre des facteurs/variables
mesurablea partir d'observations (doges) prises sur ces facteurs. Des objectifs plasipd’une
telle analyse peuveigtre :

e la prévision (ex :étant doné I'age, fumeur/non fumeur, le poids, etc ..., combien désn

95
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un individu devrait-il survivre ?) ;

e la slection de variables (ex : Parmi la teampture, I'ensoleillement, la pluie, I'altitude, le
bruit ambiant, etc ..., quels facteurs ont une influence significative sur la croissance des pins
des landes ?);

¢ la specification de modle (ex : Comment la dée de vie de transformateuktectriques
varie-t-elle en fonction de leur grosseur ?) ;

e |'estimation de paragtres (ex : la luminos# en fonction de la distance déwiles d’'une
certaine galaxie est de la fornie= K; + Kad + o€, ou K1, K, eto sont des paragires
inconnusa estimer partir des observations).

Données pH.On veutétudier sur des carpes le pH (x) du milieu ambiant et le pH (y) de leur

sang (donaes simues) :

R ¢ x<- round(runif(30)*5+1,1)
R ¢ y<-2+3*x+rnorm(30,0,1)
Les doniees consistent en 30 uiedt statistiques (u.s.). Pour 'uison a(z;, y;). Au vu de la

20
I

15
I

10
I

Fic. 7.1 — Dones pH : le pH sanguin de 30 carpssle pH ambiant.

figure7.1, on pressent qu'’il existe une relationdimire entrer ety : y=0£1 + G2x. Onécrit donc le
mockle de egression suivant, expliquantpar une combinaison l@aire de paragtresa estimer
(1 et3a) :

yi = B1 + Pax; + e;, pouri = 1,...30; (7.1)

ou e; est un esidu que I'on eggre le plus petit possible. La variabjeest appeie variable en-
dogene (variable@ponse, variable@bendante) ; les variables sont appeédes variables exémes
(variables explicatives, facteurs, covariables, variablesgaddantes).

Hypothéses L es observationg; sont desé&alisations de 30 variable€aloires inépendantes
Y; de moyennes; + f(ox; et de variancer?. De manére équivalente, lesasiduse; sont des
réalisations de 30 variablesaltoires inépendante&; de moyenne 0 et de variange.

2.1 Ecriture et hypothéses du moéle

Nous observons paires(yi, 1), ..., (yn, ) €t SUPPOSONS quE :
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yi = 01+ Poxi +ei,0=1,...,m;

ou

Y1, Y2, -5 Yis -, Yn SONt lesn observations de la variable endo (ou variablé expliquer),
x1,..., T, SONt lesn observations de la variable exawe (ou variable explicative),

e1, ..., e, SoONt lesn termes d’erreur,

(1 est le pararetre d’ordongea I'origine (la valeur moyenne dglorsquex prend la valeur 0),
B est le parardtre de pente (st augmente d’'une ur@t alorsy augmente dej, uniteés en
moyenne).

Trois hypotleses sont essentielladaire sur la distribution des termes d’erreur :
(i) les résidus sont de moyenne nulle (hypetk de ligarig)

E(e;) =0,Vi=1,..,n

(ii) les e; ont une variance identique (homésiasticié)

Var(e;) = 0%,Vi=1,...,n

(iii) les e; sont incependants (donc non céles)
COV(CZ', €j) =0,V: 75 J

En supposant les valeuss, (i = 1,...,n) commeétant non @atoires (éterministes), les
hypotteses ci-dessus impliquent qué&yB = 31 + Bez;; Var(y;) = o2 et CoV(y;,y;) = 0. On
voit bien que quelle que soit la valeur de la variable explicative, seuleéfaspe de; dépend
de z, c’'esta dire que la variance dg et la covariance entre deux observations de la variable
expliguer ne dpendent pas de la valeur de la variable explicative.

La droite de egression§; + G2 x) repesente la valeur attendueglen fonction de la valeur de
x. Les valeurs obseées dey sont distrib@es de facon éhtoire autour de cette droite. Les termes
d’erreur sont les diffrences entre les valeurs obsms dey et la droite. Comme la variance de
ces termes d’erreur est constanterela distance moyenne des poiatfa droite est la @ame pour
toute valeur de:. Finalement la non-cogtation entre les termes d’erreur signifie que la valeur
d’'un terme d’erreur n'est pas influeme par la valeur des autres termes d’erreur.

L'expression2.1se cecompose de magiie classique en :
observation= mocele+ résidu

2.2 Le mockle linéaire gaussien

Dans le modle lineaire expligé au paragraphe @edent, seuls les deux premiers moments
des termes d’erreur (esm@ance et variance) sont suppssonnus. Dans un melé lineaire gaus-
sien, on se donne une hype#e sup@mentaire : la distribution deésidus est suppés normale.

e; ~ N(0,0%)

Cette hypotkse implique que les variable€atoireg); sont normalement distril@es.
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2.3 Estimation des paranetres 3, et (3,

Dans cette partie, la variane€ est suppase connue. Les paratres inconnus sofit; et 3,
et ils sont estirasa partir des donges obse®es {;, x;, i = 1,...,n). Deux grandes &thodes
sont utili®es :

¢ la méthodes des moindres casr qui ne suppose connues que l&rspce et la variance de

Y,

e |la méthode du maximum de vraisemblance, qui supposedus gaussiens.
On notera classiquement les estimations avec un "chapeau”. Par exgimngésjgne I'estimation
de 1, c'esta-dire une fonction dg (et dex). Rappelons ici que est suppas connu, alors qug
est une variable a@htoire (ou sagalisation).

On appelleémevaleur ajuste ou pédite ou attendue la fonction gesuivante :
Ui = Bl + 32961‘

et le sidu correspondant vaut :

Les moindres cags ordinaires

L'id ée est de trouver la droite qui explique la plus grande partie possible de la relation entre
la variable endogne et la variable ex@me, c’est dire trouver la droite qui minimise la partie
inexpliguée ou la partie dua la fluctuation aatoire. On cherche donc la droite qui passe le plus
prés possible de tous les points ou, en d’autres termes, la droite qui minimise la distance des points
a la droite (les termes d’erreurs).

La méthode des moindres cas consist@ trouver les valeurs de; et 3, (estimateurs dg,
et 55) qui minimisent la somme des cas destcarts entre les valeurs obseeg et les valeurs
ajusées (somme des cas desé&sidus) :

min Z 62 = min Z yl = min Z — Bom; )

Bi.B2 = BB = Br.Be =]

Puisque la fonctiora minimiser a de bonnes prog#és (lisse, convexe), elle se minimise en
prenant les @rivées de la somme par rappars; et3s, en posant cesalliveeségalesa Zro et en
résolvant le sysime de deukquationsa deux inconnues. On obtient :

BL =17~ bt
et " - _
By = > ic1(Yi — Y) (@i — T) _ @
Z:‘L:l(xi — )2 Sza
Prenons I'exemple des doees pH. Avec le logiciel R, on peut ajuster le rete(7.1) :
> regl <- Im(y ~ X)
Coefficients :
(Intercept) X

5.572096 0.1951841

Degrees of freedom : 7 total; 5 residual
Residual standard error : 0.05754663
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> plot(x,y,xlab="pH ambiant (x)",ylab="pH sanguin (y)")
> lines(x,regl$fitted.values)

On verifie graphiguement que I'ajustement est @@mt en comparant valeurs obssrs et
valeurs ajugtes (figurer.2)

reg$fitted.values

Fic. 7.2 — Dones pH : droite deagression du mase (7.1).

La méthode du maximum de vraisemblance

. Cette néthode kcessite I'ajout de I'hypottse de normalit des ésidus e; ~ iidN (0, o?),
ce qui implique que leg; sont des variables @toires normales iggendantes :

yi ~ N(By + Bozs, 0°).

Cette niethode repose sur '@k suivante : si les doaas de echantillon ontete obserees,
cela provient du fait que ces domes sont les plus vraisemblables. Les estimateurs des ¢@aeam
inconnus du moele sont donc calcak en maximisant une quatifvraisemblance) qui mesure
la probabilie d’observer Echantillon. Dans le cadre de lagression ligaire simple, on cherche
donca maximiser la fonction de vraisemblance :

L(Br, B2,0%) = [ fyiszi)
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Le logarithme de la vraisemblance, multgpar (-2), secrit

1(B1, P, 02) =—-2In L(ﬁl,ﬂQ,UQ) =nln(27) + nlno? 4+ o2 Z(yz — 61— ﬁzxi)Q

=1
Maximiser la vraisemblanaequivaut don@ faire des moindres c&s.
2.4 Propriétés des estimateurs

Pour le moéle de egression simple, on peut montrer que :
E(61) = 51 et E(3) =

On dit alors que les estimateurs des patas sont sans biais. Rappelons que Eeapce est
calcuEe par rappor la loi dey.

D’autre part,
Var((;) = Var( Smy) _
2 NS T Suw

f2

Var(fh) = Var(y — o) = °(- + )
A 2
Cov(fh, () = Cov(y — o, ) =~

On remarque ici que les deux estimateurs peugtettes fortement coélés. Pougviter cela, on
peut ofrer une repara@trisation :

Bo + Ba(x; — )

avec(y = 1 + (=Z. Les estimateurs de ces deux pagams ne sont pas ceéies : CO\(BO, 62)

0, et la variance d’estimation d& est plus faible que celle d& : Var(3,) = o2/n < Var(j3,).
Cette remarque souligne I'importance d’une bonne patasation sur la @cision des estima-
tions. Des prol#mes nurariques sont ausévitées.

2.5 Estimation ponctuelle der?

En géréral, on ne connait pas la valeur @&, il faut alors I'estimer. Comme legsidusé; =
yi — U; peuvengtre vus comme des estimateurs dgsa variance echantillonnage des est un
estimateur raisonnable @& = Var(e;). Un estimateur sans bais est dérpar :

o D (yi—9:i)*  SSE

T T2 )

ol SSE= Y_"_, é? est la somme des cés esiduels.

'le

2.6 Tests d’hypottese et intervalles de confiance

Si lesy; sont des variables&atoires normales, puisque lésont des combinaisons éaires
desy;, alors ces estimateurs sont donc aussi des varialgesrals normales. Plus partiotlement :

. 2
B~ N(B1,o* o+ )

3
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A 2
B2 NN(@,%)_

rxr

On peut donc standardiser les estimateurs pour obtenir :
B — B

o\t i

Bo — B

0/ Sy

Commeo? n'est pas connue, nous remplagons dans les expressions ci-aégmrsson esti-
mations2. Ce faisant, on doit corriger la distribution (cf. Annexe D, plus le fait gtie- 2 _,)
afin d’obtenir :

~ N(0,1)

~ N(0,1)

B — B
1, =2
n Szz

B2 — o
~ tn_2
$/v/ Sza
Les deuxéquations ci-dessus nougnent aux intervalles de confiareél —a)100% suivants
pourp; etfs :

~tp 2

S

~ 1 72
pr+ ta/2;n—2 s E + 5

[32 * ta/2n—2 S/\/ST::B]

On peut aussi tester I'hypatke de nullé d’'un des paragtres. Par exemple, pour tester I'hy-
pothese nulleH, : 3, = 0 vsI'’hypothese alternativél; : 51 # 0, on utilise la statistique :

A~

S

t1 = —F=———=~1ln2
s + 5

3=

qui est distribée selon une loi de Studeat — 2 degés de liber.
On rejettera donc I'hypottse nulle st; > /5., au niveauw. Il est clair que ce test correspond
a la pésence M) oua l'absence f{;) de 0 dans l'intervalle de confiance.

2.7 \erification des hypotheses

Tous les esultats (estimation, tests, intervalle de confiance) duahedihéaire reposent sur des
hypotheses fondamentales faites sur la distribution des termes d’erreuedidss du moéle sont
donc des outils privégiés pour erifier ces hypotéses. Voici un plan deérification qu'il serait
bon de suivre a@s chaque analyse (les hypeslesa \érifier sont clagses par ordre d’importance
décroissante) :

i. Vérifier que lesésidus sont ceréis : He) = 0 (hypottese de ligarig) ;
ii. Vérifier 'lhomosé@dasticié (la variance de€sidus doiétre constante) ;
iii. Veérifier 'indépendance des observations (hypsthde non coetation) ;
iv. Veérifier la normalié des ésidus.
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Plusieurs versions de cassidus existent :

Résidus ordinaires: le « emerésidu (ordinaire) estéafini commeétante; = y; — ;. Si
I'hypothese 1) est vraie, alorg &) = 0. Si les hypotkses 2) et 3) sont vraies, alors

Var(el-) = (1 — hii)02 etCO\(ei,ej) = *hi]’O’Q,

ou hz‘j = 1/71 + (xl - :i‘)(xj - i’)/Sm

Enfin, si 'hypothese iv) est vraies; ~ N(0,0%(1 — hy)).

Avec le logiciel R, cesésidus sont obtenus avec la commandsmodele$residuals
ol monmodele est le Esultat de la fonctiolm : monmodele <- Im(ly ~ X)

€4

Résidus standardigs: le : emerésidu standardésest @fini commeétantr; = ST

Avec le logiciel R, on obtient ce€sidus par la commandstandard(monmodele)
Résidus studentigs: ce sont dedgeres modifications des gwedents 1; = SJT—T ol s?
est une estimations sans biaislder(é:). On montre que leg suivent une loi de Studeatn — 3

deggés de liberd.

Avec le logiciel R, on obtient ce€sidus par la commandstudent(monmodele)
Vérification de la lirearité

Graphique des résidus vs valeurs ajustes :9; vs é; (figure7.3)

Ce graphique permet surtout de cerner les gnolgls avec I'hypotse 1) de ligari€. Si I'hy-
pothese est raisonnable, ce graphique devrait montrer un nuage de poinés temizontalement
autour de 0. Le graphique devrait avoir une allure cartgshent a@atoire, c’esh dire qu'il ne de-
vrait y avoir aucune tendance discernallecfoissant ou @croissant aveg;, graphiquea I'allure
quadratique, etc...). Ce graphique pegalement cerner des prebies avec les autres hypesies,
mais les graphiques bassur lesésidus studentis sont plus approf@s dans ces cas.

Residuals vs Fitted

o
o
0o

oo

Residuals

6 8 10 12 14 16 18

Fitted values
Im(formula = y ~ x)

FiG. 7.3 — Doniees pH : plot desasidus vs valeurs ajuss, pour le magle (7.1).

Graphique des résidus vs variable explicative ; vsé; (figure7.4)
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Encore une fois, ce type de graphique permet&eater des probmes avec I'hypotse de
linéarig ; il devrait avoir I'air d'un nuage de points dispesshorizontalement de facoréatoire
autour de 0.

oo

oo

reg$residuals

FiGc. 7.4 — Dontees pH : plot desasidus vs variable explicative, pour le nébel (7.1).

Verification de ’'hnomosedasticié

Cette hypotkse estimportante. Une forte violation de cette deméntrine des corsguences
désastreuses sur : les erreurs standards des eaemnles risques des tests, les intervalles de
confiance. La rathode la plus couramment utiis est la @rification graphique. Elle consisée
repesenter lesasidus en fonction des valeurs apess, des valeurs obsées ou des valeurs de
z. On peutegalement utiliser le€sidus studentés pour erifier I'hypothése d’homosedasticié.

Un graphique ayant une apparence d’entonnoir indique que la variance ne semble pas constante
(probleme d'teteros@&dasticig). Si certainsésidus ont des valeurs plus grandes que 2 en valeur
absolue, ceci peut indiquer un manque de noriailit la pesence de domees atypiques.

Vérification de l'incependance

Graphigue des résidus vs nungro d'observations :¢é; vsi

Ce graphique seét \€rifier 'hypothese de non coetation desésidus. Si lesasidus de grande
(faible) valeur ont tendancesuivre desésidus de grande (faible) valeur, alors il y a un péoté
d’autocor€élation positive. Si lesasidus de grande (faible) valeur ont tendaaseivre desésidus
de faible (grande) valeur, alors il y a un prébie d’autocogélation regative.

Quand laegression estalife sur des dor@es qui varient au cours du temps, les observations
peuvent ne paétre incependantes. Pougvifier 'indépendance, un test est habituellement étilis
le test de Durbin-Watson. Il est lasur la statistique :

n 2
d— > izl —€im1)
= S
=1 "1
Lese; sont les esidus de la&gression et n est le nombre d'observations. On peut montrer que

n o 2 .. ., .
0<d<4etqued ~ 2 — 2222251676651) ~ 2 — 2p, ol p,. est le coefficient d’autoccétation
=1 "1




104 Chapitre 7. Mockle linéaire et réegression

d’ordre 1 des@sidus. Il est obtenu en calculant la &ation entre la&rie des esidus et la rdme
série cecake de 1. Sp. = 0 soitd ~ 2 alors les ésidus sont non cales. Si par contre, = 0
ou encorel # 2 alors les esidus sont coélés.

Veérification de la normali

Cetteétape n’est pas aussi importante qu’on le créitggalement. La normaétest une pro-
priete qui permet aux estimateurs de converger rapidement.da€tine central limite nous as-
sure que pour deschantillons assez grands, les estimateurs que nous utilisons sont normalment
distriblés. La symatrie des distributions obsérgs est un céire important qui assure une conver-
gence rapide vers la loi normale. Leg&tnodes pour @rifier la normalié sont nombreuses, parmi
celles-ci on peut citer les @hodes graphiques (QQplot, PPplot, histogrammes, boxplot, etc...) et
les tests (Chi2, Shapiro-Wilk, Kolmogorov-Smirnoy, ...).

Graphique des residus studentigs vs quantiles de la loi normale t; vs u; (figure7.5) Ce
graphique permet deétiecter les prokimes avec le postulat de normélitl est parfois appél
QOQplot normal ou droite de Henry, tougépend de la forme utilee pour les:;. Dans le QQpilot,

il s’agit des quantiles de la loi normale standard. Dans le cas de la droite de Henry, il s’agit de
I'espérance des statistiques d'orde de la loi normale standard. Dans les deux cas, si&bhgmtEth
normali€ est raisonnable, le graphique devrait avoir la forme d’une ligne droite de pente positive.
Des graphiquea I'allure de courbe concave ou convexe indiquent une distribution noatsigue

des Esidus, alors qu’un graphique en forme "dégtale inverse coucke” indique que lesasidus
proviennent d’'une distribution ayant des queues phaisses que celles de la loi normale.

Normal Q-Q plot

Standardized residuals
o

Theoretical Quantiles
Im(formula = y ~ x)

FiG. 7.5 — Donees pH : QQplot du masde (7.1).

Boxplot des résidus : Le Boxplot des @sidus (ordinaires ou studerisy serta determiner si
ces derniers proviennent d’une distribution €frique et si certain€sidus sont de valeur ektne.
Une distribution non syg&trique est indigée par une moustache plus longue que I'autre, ou une
ligne médiane proche d'une extreraitle la bite. Un esidu extéme est indigé par un pointa
I'extérieur des moustaches.
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Détection e&limination de valeurs atypiques

Un examen critique des do@es est unétape importante en statistique. Il existe deux grands
types de donees @réralement clages comme atypiques : les d@as qui ne sont pas habituelles,
et les donies qui violent une hypodise de I'analyse statistique utdis. Differentes attitudes de-
vraientétre adoptes suivant la nature du prélhe renconé. Les donaes provenant d’erreurs
grosseres de mesures ou d'erreurs de frappe doiegmt supprirées de I'analyse. Seul un ju-
gement biologique permet dédarer une valeur comme aberrante. Souvengsapn examen
attentif des don@es on trouve des valeurs inhabituelles. Unégitpentateur prudent doit alors
rechercher la (les) causk(s) de telles valeurs. Deux cas de figuresssatent alors : soit la cause
estidentifee et il faut changer la doée ou la néthode d’analyse ; soit la cause n’est pas idémifi
et un test statistique peétre utili€e pour étecter une valeur atypique.

L'examen graphique degsidus est un bon outil (graphique desn fonction dej). Une autre
technique consista calculer des indices pour chaq@ésidu. La plupart des indices caléalpar
les logiciels de statistique ont une significatioréirgntielle. Les trois les plus couramment @sit
sont : les esidus standardis, les distances de Cook, les contributions.

Avec les esidus standardis, il est donc possible de tester I'"aberrance” de chagsielu en
utilisant un test de Student. Attention toutefois aux tests multiples (voir plus loin).

Les contributions (leverage) et les mesures de Cook mesurent la contribution de @saduie r
a la variance@siduelle (non explicee par le moéle). Sous les hypoéises usuelles (hypatkes
du mockle), les distances de Cook suivent une loi de Fisheetn — p degeés de libe&. Elles
s’obtiennent par :
i 2
7

D, = it
201 — i)

tenant compte ainsi de I'importance dasidu: et de I'influenceh;; de I'observation sur la droite
de regression (effet "levier”). Une &thode pour identifier les observations qui contribuent &rop
la variance esiduelle consista realiser un test de Fisher sur kesidu de Cook (i.e. de comparer
sa valeur limitea un seuil doné d’'une loi de Fisheap etn — p ddl).

Pour des dones gaussiennes, les leverage devraétre voisines de- ; p repesente le
nombre de paragtres in@pendants estias dans le magle. Si pour uné&sidu, le leverage corres-
pondant est Slmieura%p, la donrée peuttre consiérée comme suspecte.

Comment&gler les probdmes ?

Manque de linéarité : Ceci est en gréral di a une mauvaise ggification de la forme de la
relation entre la variable endege et la variable exé@ge. Le prol#me peuttre €gle par une ou
plusieurs options suivantes :

e transformer la variable exége, ajouter au maéde des termes ey, 3, ... ;

e ajouter au modle de nouvelles variables exaes ;

e transformer la variable endége.

Hétéeros@&dasticite : La transformation de Box-Cox pourra souvent prescire une transforma-
tion de la variable end@me qui eglera ce pro@me (transformation stabilisatrice de la variance).
Si la transformation de Box-Cox ne fonctionne pas, alor&tgassion por&tée ou I'utilisation
d’une autre rathode statistique peétre utile.

M éthode de Box-Cox Cette nethode suppose un melé de egression gréral de la forme :
9(yi; \) = B1+ Pex; +e; OU X est un paramtre inconnu et qu'il faut estimerpartir des donges ;

g(y; \) = ?’AT_l siA #0etg(y;\) = In A si\ = 0.0n estime\ en mtéme temps que les autres
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Cook’s distance plot

14

0.3
I

Cook’s distance
0.2

0.1

0.0

Obs. number
Im(formula =y ~ x)

FiG. 7.6 — Distance de Cook pour le madd (7.1) sur les donaes pH.

parangtres par la rathode du maximum de vraisemblance.

Auto-corr €lation des esidus :ce probéme est plus difficilé regler. Il est parfois possible
de le €gler en ajoutant une variable exag qui explique pourquoi il y a autocétation (par
exemple, si les prerares mesures sont faites sur l'individu A, les mesures suivantes sur l'individu
B, etc., alors peuétre ajouter une variable exége énotant I'individu sur lesquelles les mesures
ont et faites pourraégler le probdme). Mais en @réral, il faut avoir recours un moele plus
complexe que le maxe lingaire simple (&ries temporelles, meéde lingaire mixte).

Manque de normalité : Encore une fois, la transformation de Box-Cagle souvent le
probleme. Parfois, le manque de normakist tout simplementdh quelques observations extnes.
Dans ces cas, nous pourro@glér le probéme en traitant ces observations de fagon apg#epri
Une autre option consiste utiliser des rathodes deégression robustes ou non pagriques
(non aborées dans ce cours).

3 Reégression lineaire multiple

Quand on dispose de plusieurs variables explicatives, on peut mettre en oeuvre &la mod
de regression ligaire multiple. Supposons que I'on disposerdebservations sur une variable
continuey etp variables continues, ..., z;, ...z,. On notey; (resp.z;;) la iemeobservation de
y (resp.z;). Le mockle suivant :

yi = Brx1; + Powoy + .. + B + oo 4 Bpxps + €

est un moéle de égression multiple, cherchaatexpliquer la variableg parp variables explica-
tiveszy, ...z, ...xp, a l'aide d’'unéchantillon de taille.

Les esidusz; sont supposs de moyenne nulle, de variarégales?, et mutuellement ingpendants,
éventuellement gaussiens.

Les paramtres inconnusd, ...3;,...3, (et éventuellement?) sont estinés par moindres
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caries (la somme des c&s desésidus la plus petite possible), ou par maximum de vraisemblance
si les Esidus sont suppés gaussiens, exactement comme dans le cas égrisssion simple.

3.1 Multicolin earité

Des probémes d’estimation des paraires et de variance peuvent arriver lorsque dans le
mockle de egression, on utilise des variables explicativesé&léeas entre elles. On parle alors de
multicolinéari€ et cela conduid des estimations bid@es des paradtres avec des variances im-
portantes. Pour diagnostiquer ces situations, une édsates est de faire lagression de chaque
variable en fonction des autres variables explicatives et de mesurer les liaiSaite du coef-
ficient Rjz. de chacune de ceégressions (@R, est le coefficient de cogfation multiple obtenu
en regressant la variable; sur les(k — 1) autres variables explicatives). On appell&tahce, la
valeurl — Rj?. Une toErance qui est proche de 1 signifie une absence de muléeoitnentre les
variables explicatives. En revanche, si leétalnce tend vers 0, alors oltdcte un prol@me de
multicolinéari€ entre les variables explicatives.

3.2 Criteres de glection de moele

Pour obtenir un compromis satisfaisant entre un @®drop simple (grandsesidus) et un
mockle faisant intervenir beaucoup de variables (dogs instable), on dispose de plusieurs
criteres qui ne donnent pagcessairement le@me ésultat.

Coefficient de @termination et ses variantes

Pour mesurer la quaditd’'un moale de egression ligaire, ou pour comparer des niabes de
régression ligaire entre eux, onédinit le coefficient de étermination :

SSke SSy Y (Yi—Y)?  Var(p) "
R? = 91— = &=l = = = corr?(y,
SSTot SSTot Zizl(}/i - i)2 Var(y) (y y)

On a qued < R? < 1. QuandR? = 0, toute la variabilié est duex I'erreur akatoire et le
mockle n’explique absolument rien de la valeungeQuandR? = 1, tous les points tombent sur
la droite de egression, c’est dire que I'ajustement du meékk est parfait et que la valeur ggest
une fonction exacte de;.

Le coefficient de @terminationRk? peut doncétre interpéte comme la proportion de la varia-
bilité dans leg; qui est expligée par le moéle de égression.

Bien que facilement interpié et naturellement attrayant, le coefficient éésdmination souffre
de quelques probmes qui font qu’il ne peut padtre utili€ pour comparer n'importe quels
mockles de egression 'un avec l'autre. L'inco@wient principal est queed que I'on ajoute un
termea un moele de egression, le coefficient dé&tbrmination augmente. Afin de circonscrire
ce probéme, nous pouvons utiliser le coefficient daaetmination ajust:

(n—1) (n—1R? —p
Rijust = 1= oo sl = RY) =
(n—p—1) n—p-1
avecn le nombre d'observations etle nombre de paraétres. Avec Iejoust, I'ajout d’'une

variable explicative peut aussesulter en une diminution de la statistiqgue. La comparaison de
mockles sur la base de ce érie revienta comparer deux mades sur la base de leur esérde la
variance des termes d’erresf. Le meilleur mo@éle sera celui ayant 182 . , le plus grand.

ajust
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C, de Mallows
Une autre crigre apped, le coefficientC), de Mallows peuétre utilie. Il est cfini par :

c, = SSE

—n+2
gz "t

ou SSg estla somme des cés Esiduels du mozle et52 est I'estimation de la variancésiduelle
sous le modle complet. On choisira la mété pour lequel le coefficierdt, est minimum.

Test de Fisher pour maédes emboés

Il se peut qu’on veuille tester sile melda p variables explicatives peétre €duita g (¢ petit
devantp) variables ; c’esh dire que I'on veut tester si un sous-nételplus simple explique une
partie suffisamment grande de la variabilitans leg; pour qu'il ne soit pas @cessaire d'utiliser
le mockle le plus complexe (car trop de parinesa estimer). Cela revieittester I'hypotkse de
nullité dek(= p — ¢) paranetres du modle :

Hy: p1 = B2 = ... = B, = 0 aveck petit devanp

Sous I'hypotigse alternative, au moins un des pagtnas/ss, ..., 8 est non-nul.

Ce test peuttre formué comme la comparaison de deux rated emboés, 'unap + 1
parangtres et l'autrég+1 parangtres. L'hypotleseH peutétre teste au moyen de la statistique :

_SSEO—SSEln—p—l

Fou= ~Flkn—p-—1
l SSE, 2 (k,n—p )

ou SSg, estla somme des cés esiduelles du magle eduit sousdy et SSg, estla somme des
caries esiduelles du maele de éference (modle completp variables explicatives).

On comparef,,; a la valeur limite de la statistique d’une loi de Fist#ér(k,n —p — 1). Si
F.y > Fy(k,n —p— 1) alors on rejett.

Remarque : Dans le casok = 1, on teste la nullé d’'un seul paragtre du modle. Etant
donre la proprété selon laquelle une variablecakoire distribée selon une lak'(1, m) estle care
d’'une variable @atoire de Studeritm dege de liberé; le test de Fisher ci-dessus et le test de
Student donnent les@&mes conclusions.



Chapitre 8

Modele lineaire : analyse de variance

L'analyse de variance est un cas particulier deéigression. La diffrence essentielle est la
structure que posslent les variables explicatives. L'objectif de I'analyse de variance est la re-
cherche de relations entre une variable quantitative et des variables qualitativeédapedsi
facteurs de variation). Quand un seul facteur de variation estéutiisir expliquer les variations
deY’, on realise une analyse de la variargcen facteurd une voie). Dans le cagrgral, plusieurs
facteurs ) sont pésents pour expliquer les variationsXeon parle alors d'analyse de variation
ap facteurs.

1 ANOVA a un facteur

1.1 Unexemple

Données AmpoulesOn consi@&re maintenant plusieurs pimxis de fabrication de lampeés
ultra-violets : On nurarote les u.s(i, j), ou i est le nunéro du proéce de fabrication ef est le

TAB. 8.1 — Observations de cees de vie d'ampouléchantilloniges pour 6 praaés de fabrica-

tion.
F1| 1602 1615 1624 1631

F2 | 1472 1477 1485 1493 1496 1504 1510

F3 | 1548 1555 1559 1563 1575

F4 | 14351438 1448 1449 1454 1458 1467 1475
F5 | 1493 1498 1509 1516 1521 1523

F6 | 1585 1592 1598 1604 1609 1612

numero de la lampe i fixé. On notey;; la duree de vie de lg émelampe fabrigée suivant le
procece i, ety la duge de vie moyenne d’'une lampe fabégusuivant le praade ;.

Le mockle skécrit :
Yij = pi +eij, i=1,..6 j=1,..n (8.1)

ouU e;; est un ésidu tel quex;; ~ N(0, o?) etn; le nombre d’observations pour le pézéi. Les
résidus sont suppésétre incependantes. Le métk peutegalement €crire comme celui d’'une
régression ligaire multiple :

Yij = Brxr + foxa + ... + Bexe + €4

109



110 Chapitre 8. Mockle lineaire : analyse de variance

avecz; = 1 siy;; est une observation faite dans la classg x; = 0 sinon. On a la relation
suivante entre Ecriture des deux mades d’'analyse de variance; = ;.

1.2 Diverses parangtrisations
Analysons les dorses Ampoules.
Avec le logiciel R

> options(contrasts="contr.treatment")

> reg2 <-Im(dvie ~ proc)
> summary(reg2)
Call : Im(formula = dvie proc)
Residuals :
Min 1Q Median 3Q Max
-19 -9 4.99%6e-15 95 22

Coefficients :

Value Std.Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 1618.0000 6.2022 260.8773 0.0000
procF2 -127.0000 7.7748 -16.3348 0.0000
procF3  -58.0000 8.3211  -6.9703 0.0000
procF4 -165.0000 7.5961 -21.7218 0.0000
procF5 -108.0000 8.0069 -13.4883 0.0000
procF6  -18.0000 8.0069  -2.2480 0.0321

Residual standard error : 12.4 on 30 degrees of freedom

Multiple R-Squared : 0.9644

F-statistic : 162.7 on 5 and 30 degrees of freedom, the p-value is 0
¢ reg2%fitted.values

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1618 1618 1618 1618 1491 1491 1491 1491 1491 1491 1491 1560 1560 1560 1560
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1560 1453 1453 1453 1453 1453 1453 1453 1453 1510 1510 1510 1510 1510 1510
31 32 33 34 35 36
1600 1600 1600 1600 1600 1600
Avec le logiciel SAS
proc glm data=ampoules;
class proc;
model dvie=proc / solution p;
run;
The GLM Procedure
Dependent Variable : dvie
Sum of
Source DF Squares Mean Square F Value Pr > F
Model 5 125144.7500 25028.9500 162.67 <.0001
Error 30 4616.0000 153.8667

Corrected Total 35 129760.7500
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R-Square Coeff Var Root MSE dvie Mean
0.964427  0.812021 12.40430 1527.583
Source DF Type | SS Mean Square F Value Pr > F
proc 5 1251447500  25028.9500 162.67 <.0001
Source DF Type Il SS Mean Square F Value Pr > F
proc 5 1251447500  25028.9500 162.67 <.0001
Standard
Parameter Estimate Error t Value Pr > [f|
Intercept 1600.000000 B 5.06403440  315.95 <.0001
proc F1 18.000000 B 8.00694143 2.25 0.0321
proc F2 -109.000000 B 6.90111562  -15.79 <.0001
proc F3 -40.000000 B 7.51117686 -5.33 <.0001
proc F4 -147.000000 B 6.69908783  -21.94 <.0001
proc F5 -90.000000 B 7.16162613 -12.57 <.0001
proc F6 0.000000 B

NOTE : The X'X matrix has been found to be singular, and a generalized inverse
was used to solve the normal equations. Terms whose estimates are followed
by the letter 'B’ are not uniquely estimable.

Observation Observed Predicted Residual

1 1602.0000000 1618.0000000 -16.0000000
2 1615.0000000 1618.0000000 -3.0000000
3 1624.0000000 1618.0000000 6.0000000
4 1631.0000000 1618.0000000 13.0000000
5 1472.0000000 1491.0000000 -19.0000000
6 1477.0000000 1491.0000000 -14.0000000
7 1485.0000000 1491.0000000 -6.0000000
8 1493.0000000 1491.0000000 2.0000000
9 1496.0000000 1491.0000000 5.0000000

10 1504.0000000 1491.0000000 13.0000000

etc ...

On observe que les valeurs ajess$ (reg2$fitted.values pour R et colonne Predicted pour SAS)
sont les némes avec R et SAS, et pourtant les estimationsgd@#alue pour R, Estimate pour
SAS) sont diferentes. Pourquoi ?

Explication

En fait, il existe plusieurs paragtrisations possibles, que nous allogsiire.

e Paranétrisation du modle: les pararatres sont leg; pouri = 1, ...p.

e Décomposition cende : onécritu; = u+ «o; avec) , a; = 0.

e Décomposition SAS/R : une cellule dderence On écrit y; = 1, + a; aveca, = 0 : dans
SAS, le dernier niveau du facteur sert éérence ; soit;; = (1; — p1p) le contraste entre le
niveau: et le niveay. Ou encoreu; = p; + a; aveca; = 0 dans R, le premier niveau du
facteur sert deéférence ; soiti; = (p; — p11).

Toutes ces paragtrisations soriiquivalentes car on peut passer de I'afautre par une bijection.

1.3 \Verification des hypotheses - Diagnostics

Comme dans le cadre de Egression, desarifications sona effectuer : normali des esidus,
homosédasticié, valeurs aberrantes ...
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Residuals vs Fitted

20
I

Residuals
o

T T T T
1450 1500 1550 1600

Fitted values
Im(formula = dvie ~ as.factor(amp))

FiG. 8.1 — Donges Ampoules : visualisation deéssrdus.

1.4 Estimation des paranetres

Comme pour la&gression, les paratres du moéle d’analyse de variance peuvétte es-
timés par la rathode des moindre c&s ou par la rethode du maximum de vraisemblance.

; est esting par la moyenne empirique :

1 &
i =1y = — Zyij~
n; =

Cette estimation est d’autant plu€pise que le nombre d’observations pour la cell@st grand :

0_2

Var(fi;) = —.

n;
La variance esiduelle est estige par :

I ny ( o 2)
a_zzzz y;]l_iz

i=1 j=1

1.5 Intervalle de confiance et tests d’hypotases

Soit le mo@ley;; = p; + e;; ou lese;; sont iid suivant une loi cerége de variance? qui sera
suppoge N (0, o2) pour la construction des tests. Dans le cadn@gal du moéle gaussien, on a
montté que les estimateurs des pagdras du moéle sont distribés selon une loi normale, donc :

fii ~ N(pi, 0% /n;)

On peut en @duire un intervalle de confiance gdede €curiél — o :

/52
~ g
fii £ 1), (1-a/2)\| T~
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Normal Q-Q plot

Standardized residuals

T T T T T
-2 -1 0 1 2

Theoretical Quantiles
Im(formula = dvie ~ as.factor(amp))

FiG. 8.2 — Doniges Ampoules : QQplot deésidus.

L'hypotheseH : u1 = ... = py revienta dire que la moyenne est ispendante du niveau ou

encore que le facteur n'a pas d’effet et 'hypesle alternativéd; est cfinie par3(i, k) tel que

w; 7 . Cette derrére hypotse reviend reconndre un effet ou une influence du facteur sur la
variableY'. L étude de cette hypadlse reviena comparer par un test de Fisher un rledcom-
plet (les moyennes sont diffentes) avec un metk duit supposant la nulétdes paragtres et
donc I'egalie des moyenneis celle de la dergire cellule owa la moyenne grérale. Les gésultats
nécessairea la construction du test qui erecbule sont&sunés dans la table d’analyse de va-
riance :

Source de variation ddl | Somme des caes Variance F
Modele (inter) p-1 SSB MSB=SSB /(p-1) | MSB/MSW
Erreur (intra) n-p SSW MSW=SSW/(n-p)

Total n-1 SST

Avec SSB= Y, (yi. —.)% s SSWe 3, i(vij — i.)?; SST= 3, ;(yij — y.)?; un pointa la
place d'un indice veut dire la moyenne sur I'indice coisidy; = ni 2?21 Yij)-

La statistique F peut s’interpter comme le rapport de la varial#linter-groupe sur la variabi-
lité intra-groupe. En effet, le c&moyen du mogle mesure Bcart des moyennes des groupés
moyenne grérale (c’est une mesure de varial@linter). Le cae moyen ésiduel mesure &cart
de chaque uni statistiquex la moyenne du groupe (c’est une mesure de la vari@lbilita). Si le
facteur a un effet sur la variabkeexpliquer, la variation INTER sera importante par rappde
variation INTRA.

Dans le cas d’un facteur 2 classe$p = 2), on retrouve un testquivalent au test de Student
de comparaison des moyennes de dechantillons indpendants.
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Scale-Location plot

oo
oo
ooo
o
o
o

IStandardized residualsl

T T T T
1450 1500 1550 1600

Fitted values
Im(formula = dvie ~ as.factor(amp))

Fic. 8.3 — Dones Ampoules : recherche de liaison moyenne-variance.

2 ANOVA a deux facteurs croies

La consicration de deux (ou plus) facteurs explicatifs dans unéteod’analyse de variance
engendre plusieurs complications dont en particulier la notion d’interaction entre variables expli-
catives. La pesence d'interaction atteste du fait que les effets d’'un des factepend des effets
de l'autre facteur.

Les niveaux du premier facteur sont @stpar un indice variant del a p, ceux du deuxme
facteur par un indice variant del a ¢q. Pour chaque combinaison, on observe w@ma nombre
n;; = ¢ > 1 de ®petitions, ce qui nous place dans le cas particulier d’'un @amilibre ou
équirepete. Cecntroduit des simplifications importantes dans les estimations descp@®ainsi
qgue dans la@composition des variances.

Le mockle geréral sécrit ;
Yijk = Mij + €ijk

On suppose que les termes d’erreyy, sont mutuellement irgpendants et de &me loi gaus-
sienne. Le moéle d'analyse de varian@edeux facteurs &tritégalement de la magrie suivante :

Yijk = B+ o + B + vij + e

avec les contraintesy_}_, o; = > 1_) B = 0,5, 327 viy = 0 etVi, 3%, vi; = 0.

Lorsque les paragtres d'interactiony;; sont tous nuls, le made est ditadditi f, ce qui cor-
responda une situation &s particulére. Ceci signifie que lescarts relatifs au premier facteur sont
indépendants du nivedudu 22me facteur et vice versa. Dans le égsiepete, les tests des effets
sont Esunés dans la table d’analyse de variance suivante :
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Cook’s distance plot

0.12
1

0.10

Cook’s distance

0.04
L

T T T T T
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0.00 0.0:
L L

| ‘ X ‘
T T T
5 30 35
Obs. number

Im(formula = dvie ~ as.factor(amp))

FiG. 8.4 — Donges Ampoules : distance de Cook poétattion d’observations aberrantes.

Source de variation  ddl Somme des cags Variance F
ler facteur p-1 SS1 MS1=SS1/(p-1) MS1/MSE
2eme facteur g-1 SS2 MS2=SS2/(g-1) MS2/SSE
Interaction (p-1)(g-1) SSI MSI=SSI/(p-1)(g-1) | MSI/MSE
Erreur n-pq SSE MSE=SSE/(n-pq)&?>
Total n-1 SST
avec

SS1 = ch(yi..—y.A.)%

SS2 = ped (v -y
j

SSI = e (yig. — i —ys +v.)%
i

SSE = Z(yijk - yz’j.)2§
ijk
SST = Z(yijk - y..‘)Q-

ijk

Ici aussi, plusieurs paragtrisations sont possibles et sont en correspondance bijective.
e Paranetrisation du modle :les parargtres sont icy;; pouri =1,..petj =1, ...q.
. . O A ! l l
o Deco;wposmon cende :0Onécrity;j = p+a;+af+af;avecy  a; =y a5 =3 af =
> Q5 = 0.
e Décomposition SAS/RIN&crit : uij = pupq + al + af + af; avecal, = af = ay; = ajg =0
(dans SAS), ow; = pu11 + al + a$ + af; avecal = a§ = a1 = a;q = 0 (dans R).
L'estimation et l'inference sur les paratres, ainsi que les analyses post-gl@@tions sont les
mémes que dans le cadre dedgression.

On peut se faire une & de la pesence d’interactions en tracant le graphe des moyennes
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empiriquesy;; en fonction de, pour chaqug (figure 2). Si les droites sont parales, I'effet du
premier facteur s’additionna I'effet du deuxéme, il n'y a donc pas d’interaction. Si par contre
des droites se croisent, on peut suspecterédaguce d’interactions.

Pas d’interactions Interactions
0 — o —
< - <« -
™ — ™ — J_2
2 N
N N =3
=3
— j=l — j:l
o o
I I I I I I I I I I I I I I
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

3 Analyse de covariance

L'analyse de covariance se situe encore dans le caehiergl du moele linéaire et o une
variable quantitative est expliga par plusieurs variablésla fois quantitatives et qualitatives.
Dans les cas les plus complexes, on peut avoir plusieurs facteurs (variables qualitatives) avec une
structure croige ou herarchique ainsi que plusieurs variables quantitatives intervenant demmani
linéaire ou polynomiale. Le princip&géral est toujours d’estimer des n#dsintra—groupes et
de faire appaiitre (tester) des effets défentielsinter — groupes des paramatres deségressions.
Ainsi, dans le cas simpletioseulement une variable parmi les explicatives est quantitative, nous
sommes amess a tester I'eterogereite des constantes et celle des pentes (interaction) entre
differents modles de egression ligaire.

Prenons un cas simple, le nmadd est explicé dans le caglémentaire @ une variable quan-
titative Y est expliq@e par une variable qualitatiVe a ¢ niveaux et une variable quantitative,
appeée encore covariablél. Pour chaque niveajideT', on observe:; valeurszyj, ..., v, ; de
X etn; valeursyy;, ..., yn,; deY ; n est la taille de Bchantillon. Le moéle s&crit :

Yij = Poj + B1jTij + ey
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ol lese;; sont iid suivant une loi cerite de variance? qui sera supp@e N (0,02) pour la
construction des tests.

Diff érentes hypo#ses peuvent alogtre testes par un test de Fisher :

i. Test des interactions : les droites partagentésma pente ;
ii. Testde I'influence du facteur quantitatif ;

iii. Test de la significativé des diferences des termes constants.

On commence par tester I'hyp@tbe (i), si le test n'est pas significatif, on regarde (ii) qui s'il n’est
pas non plus significatif, conduit I'absence d’'effet de la variable X. Deéme, toujours si (i)
n'est pas significatif, on s’i@ressex (iii) pour juger de I'effet du facteur.

4 Tests multiples

4.1 Rappels sur les risques de prerare et seconde egte

Risque de premere esgce :note a. Le risque de premare espce est le risque de rejeter (avec la
regle cecision) I'hypotteseH alors qu’en ealite cette hypotlse est vraie.

Risque de seconde egge :not 3. Le risque de seconde &spe est le risque d’'accepter (avec la
regle de écision) I'hypotleseH alors qu’en &alite cette hypotbse est fausse.

Décision

Realite Hy Hy
H() 11—« «
H, B 1-p

La quantié 1 — 3 est une probabili de bonne @cision appél puissancealu test.

Remarque : AccepterH, ne signifie pas que cette hypése est vraie mais seulement que
les observations disponibles ne sont pas incompatibles avec cettedggetigue I'on n'a pas de
raison suffisante de lui pferer I'hypotteseH; compte tenu dessultats exprimentaux.

4.2 Tests multiples

Supposons qug moyennesii, mo, ..., m,,) Soienta comparer et que cgsmoyennes soient
respectivement esti@es par X1, X», ..., X, et que ces moyennes soient estés sur degchantillons
de tailles respectives; , ns, ..., n,. En comparant les moyennes deudeus, il faut faire@
comparaisons. Chaque comparaison de 2 moyennes est effentwtilisant laggle de écision
suivante : si

| Xi — X
Vo2 (1/n; +1/n;)

alors on rejette I'hypotkseH, : m; = m;.

> tl—a/?;nﬁ—n‘j—Q

Si deux comparaisons soréalises avec un risque de praéme espce deqo, il est faux de
penser que la&tision globale peuktre prise avec un risque. Cela provient du fait qu'une
succession de tests de risquene permet pas de prendre unecision globale avec ce @me
risque.
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2 3 4 5 6
Erreur nominale de type | 5% 5% 5% 5% 5%
Erreur globale de type I| 5% 12.2% 20.3% 28.6% 36.6%

La méthode de Bonferroni est uneéthode qui ne permet pas un strict célgrdea mais en
revanche elle en donne une majoration. &kdde Bonferroni est de se placer dans le pire des cas
(pourc). Par exemple si ona= 5 moyennes comparer, il faut effectuer 10 comparaisons. Pour
avoir un risque globaty, il faut que chacune des 10 comparaisons soit efeecawvec un risque

o = a/10.

En pratique, Bonferroni fournit une liste démgs diferentiellemnt exprirds dans laquelle on
contdle le nombre de faux positifs. Quand le nombre d&ses est grand, cette liste est souvent

vide.

A l'opposg, le LSD (Least Square Difference), c’'@stlire le test de Student sans correction,
est le plus laxiste : il va&tecter deségnes diferentiellement exprigs qui en fait ne le sont pas.

En ¢eréral, on pésente ces taux d’erreurs dans le tableau suivant :

Realite Décision
Hy vraie | Hy vraie | Total
Hj vraie U %4 mo
Hj vraie T S m
W R m

ou m tests sont effects. Pour une analyse de biopuces dans laquelle on teste les effets
différentiels den génes,m; est le nombre deanes éclagés differentiellement exprigs, alors
queR est le nombre&el (mais inconnu) deames diferentiellement exprigs.

Diverses néthodes sont propéses pour confiler ces divers taux d’erreurs.

Le FWER (Family Wise Error Rate) regsente la probabitd’effectuer au moins une erreur
de premére espce sur I'ensemble des comparaisons :

PV > 1] = mpa.
On prend donc un seuil nominal dé = «/my.

Au méme titre que Bonferroni, plus il y a de tests (soit @mesa tester), moins on rejette
Hy (moins de @nes éclagés differentiellement exprifs). La notion suivante eses utile pour
palliera cet inconenient.

La FDR (False Discovery Rate)ontile I'esgerance du taux de faux positifs, ou le nombre
de faux positifs parmi les di#frences @éclagées significatives. Pratiquement, on ordonnertes
p-values desn tests (les gnes) et on recherche le plus haut rdndes p-values tel qug —
value(k) > ak/m..

Il existe d’autres approchegaentes ou en cours déwkloppement pour coidtier la FDR
positive, le nombre moyen d’erreurs, etc ...

5 Modele lineaire mixte gaussien

Dans les modles lireaires classiques (cf. chapitre 7), toutes les variables explicatives sont
suppoges @terministes. La plupart du temps, cette situation simple ne permet pagatalre de
facon effective aux questions pes. Pour illustrer cette insuffisance, prenons quelques exemples.
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5.1 Exemplel

Supposons que I'on cherchecomparer 2 traitements A et B @levages ongte £lectionrés
pour participera cet essai. Dans chagétevage uréchantillon d’animaux &t tiré au hasard,
une moité des animaux deéchantillon ont recu le traitement A et I'autre méitle traitement
B. Les doniges brutes or#ite analyges et les analyses ont mdngue le traitement B a une plus
grande efficacé que le traitement A. Que peut-on conclure ?. Pépondre convenablemeat
cette question, il estatessaire de pciser la nature du factealevage :

e silesélevages ongt choisis, le facteuglevage est un facteur fixe et l&sultats de I'ana-

lyse ne peuvent pasre extrapdisa d’'autre€levages,

e si lesélevages onéte tirés au hasard parmi tous léfevages susceptibles d'utiliser ces
produits, le facteuélevage est alors un facteuatoire et les&sultats de cette analyse
peuventtre extrapds aux autreglevages.

Dans une analyse de variance, on €messa I'effet particulier de chacun des niveaux de la
variable explicative sur la variabdeexpliquer. Cette facon de pi&aer suppose que I'on introduise
dans le modle tous les niveaux du facteur susceptibles d’avoir war@nhtMais cela n’est pas tou-
jours possible. Par exemple, si on sdresse aux performances au champ d'unectade bé,
ou aux performances de croissance (ou productiorefaitides animaux d’'une race partiéué,

il est impossible de tester ces performances sur tous les champs ou animaux possibles. On peut
egalement vouloir s'iriresser I'effet d'un regime alimentaire sur la croissance des porcs, on ne
pourra pas le tester sur tous les porcs. A chaque fois, jaliser I'exgrience, il faudra prendre
quelques individus (ici, des champs ou des porcs) et che&obiendre lesé&sultats obtenus la
population entre. Si on suppose que les individus ététtires au hasard dans la population, on ne
s'intéresse plua I'effet particulier assoéia tel individu particulier, mais la distribution de I'en-
semble des effets possibles. L'effet asé@diindividu n’est plus un effet fixe mais devient un effet
aléatoire et il faut en tenir compte dans I'analyse. Le gledinéaireétudé contient un rélange
d’effets fixes et d’'effets &latoires, on parle alors de ni#d linéaire mixte. Le moeéle lineaire
mixte constitue une extension du nadel lintaire classique. D’'une mame ¢grérale, on pourra

y faire appel chaque fois que I'orédireraétendrea une population toute eitie des ésultats
obtenus sur quelques individus pris au hasard dans cette population.

5.2 Exemple 2

On arelee les duees de gestation de 16 filles de 30 taureaux qui avatenirés au sort dans
la population devanétre étudée. On voudrait savoir dans quelle mesure laédulle gestation
est un caraéfre leréditaire. On consigre que ce caragte se transmet (aussi) par lesgs : un
taureau ayant de bongges les transmetteaces filles, qui seront donc meilleures en moyenne
gue des vaches descendantes de "mauvais” taureaux. Il s’agipdedre, gicea unéchantillon
comportant peu de taureauxune question concernant toute la population. Pour poéteidre
les 1esultats obtenus surélchantillon, il faut que celui-ci soit repsentatif de toute la population
et donc qu'il aitéte obtenu par tirage au sort (igendants gtquiprobables). Il en&toule que
les taureaux de &chantillon sont &atoires et leurs effets sur leurs descendants sont a fortiori
aléatoires.

Le mockle secrira
yij=p+a+e; j=1,..16 i=1,..30

ou y;; represente la dére de gestation de la filledu peres, o est la moyenne &erale,a; est
I'effet du perei, suppog akatoire puisque legre est un individu t& akatoiremente;; est le
résidu.
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On suppose les distributions suivantes :

a; ~ N(0,0’g)
eij ~ N(0,02)

Lesa; et lese;; sont supposs mutuellement irgpendants.

- ya - 2 -
On appelles? eto? les composantes de la variance. La que@ﬁ% est la part de variance
P ” . a e
"gérétique” de la variance totale.

[l faut bien comprendre que + a; n'est pas I'esprance de;, mais son esggrance condition-
nelle : Hy;jla;) = p+a;. De laméme margre, la variance conditionnelle gevaut Var(y;;|a;) =

2
o;.

5.3 Exemple 3

Une compagnie pharmaceutique veut tester les performances dathede de spectroscopie
(NIR = Near Infrared Reflectance) permettant dgedminer le contenu en substance active de
comprimes. La néthode utili€e en routine (HPLC) est plus@®use et laborieuse. Pour cela, 10
comprines ontéte tires au hasard et les 2athodes onéte utilisees sur chacun des compém

Comprine HPLC NIR Difference
1 10.4 10.1 0.3
2 10.6 10.8 -0.2
3 10.2 10.2 0.0
4 10.1 9.9 0.2
5 10.3 11.0 -0.7
6 10.7 10.2 0.2
7 10.3 10.2 0.1
8 10.9 10.9 0.0
9 10.1 10.4 -0.3

10 9.8 9.9 -0.1

J1=10.34 75 = 10.36 d=0.05
s1=0.3239 53 =0.4033 s4=0.2953

Text de Student

L'analyse la plus simple consisteconsiérer les donees comme ugchantillon appaé et
d'utiliser le test de Student correspondant. La moyenneéeait-type des diffrencesd sont
égauxa d = 0.05 et s; = 0.2953 respectivement. La statistique du test de Student vast

d

_d —0.05 _ ; ) p N I
SE; = 52953//(0) 0.535 qui donne une p-valuegalea 0.61. On en conclut qu’il n'y a pas

difference significative entre les Zethodes de mesure. L'intervalle de confiaac@% du biais
de la méthode vautl + t(.975(9)SE; = —0.05 £ 0.21.

Sous R, par exemple, on obtient
> t.test(d)
One-sample t-Test
data : d
t = -0.5354, df = 9, p-value = 0.6054
alternative hypothesis : true mean is not equal to 0
95 percent confidence interval :
-0.2612693 0.1612693
sample estimates :
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mean of x
-0.05

Anova

Le mockle d’analyse de variance pour cette situati@cst :
yij =pn+ai+ B +ey ey~ N(0,07%)

avecy la moyenne grerale,«; I'effet du ieme comprirg, 3; I'effet de la méthode;.
La statistique du test F de Fisher égfal au ca@ de la statistique de Studenf”: = t? =
(—0.535)% = 0.29.

L'estimation de |ecart-type &ésiduel est dorére pars = 0.209 = /2s4. Lincertitude sur la
moyenne des diffrences est dole parSE(y1 — 32) = 1/02(1/10 + 1/10) = 0.0934, exacte-
ment comme dans I'approche simple.

Si maintenant on s'ifresse la pEcision de la valeur moyenne pour l&thode NIR, TANOVA
donneSE(y1) = /10 = 0.066. D’'un autre ®té, si on considre I'échantillon des 10 mesures
de NIR, on obtient; = 0.4012, et doncSE(y1) = s1/v/10 = 0.127, valeur tes differente de
0.066.

L'ANOVA sous-estime beaucoup l'incertitude sur I'estimation de I'effet moyen de NIR. C’est
ainsi parce que la variane€ mesure la variabilé residuelle apes que les effets des compém
ontéteé corriges. La diference conceptuelle entre les 2 approches est que 'ANOVA cenesiplie
les 10 comprirgs n'ont pate tirés au hasard, alors que la secoriteh@ntillon des 10 mesures
NIR) si. LANOVA n’est valide que si I'on s'inéresse aux effets gpifiques des 10 comprigs.

L'id ée du moéle mixte est de combiner les 2 approches : utiliser unéaietinaire et y
consicerer certains facteurs commeéatoires.

Modele mixte

On consi@re maintenant le ma&de lineaire mixte
Yij = 1+ ai + B + &4

ou a; est I'effet abatoire duieme comprirg. Ses effets sont sup@ssindependants et identique-
ment distrib@s :a; ~ N (0, 2).

On peut montrer que

| ANOVA | Modele mixte
E(yij) pA i+ B | p+ B
Var(yij) o? 0?42
Cov(yij,yirjr),j # 3 | O o2 sii=iet0sinon

L’ écart-type attendu de la moyenne des valeurs de NIR vaut dans le cadre éle fimédire

mixte :
SE(§1) = /62 +62/V/10 = 0.115,
ce qui est conforma ce que I'on attendait.

Notons que les mesures HPLC et NIR sur uame comprirg sont coreléees dans le made
mixte. Un moale lintaire mixte permet donc aussi de prendre en compte de facon simple des
corrélations entre observations.
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5.4 Définition
Un mockle lintaire mixte se &finit comme un moele lintaire dans lequel toute ou partie des

parangtres assoésa certaines unis ex@rimentales sont tréis comme des variablesatoires
du fait de I'échantillonnage de ces uei dans une population plus large.

6 Exemple : nutrition chez la souris

6.1 Analyses de variance et magle mixte
6.2 Principe des analyses de variance

L'analyse de variance (ANOVA) permet d'afgmier I'effet d’une ou plusieurs variables qua-
litatives (les facteurs) sur une variable quantitative (la variabpmmnse, ici le niveau d’expres-
sion des gnes). Dans le domaine de I'analyse transcriptomique, cette apprdathdaagement
développee, en particulier par Keret al. (2000). Pour I'analyse de nos dares, un moéle
d’ANOVA a trois facteurs (gnotype, egime, @ne) permet de mettre é@vidence des effets d'in-
teraction d’ordre 3 &s significatifsa I'aide du test de Fisher. Cela signifie qu'il existe desep
réguks simulta@ment par le&gime et le gnotype, les effets diegime et du §notypeétant non
additifs. Le moele d’ANOVA consicré s'écrit

Yijkl = Gi + 15 + G + grij + 9Gix + 1Gjk + grGiji + eijr (8.2)

ou y;;1; rep'esente le logarithme du niveau d’expression @énef (K = 1,...,120), pour le
regimej (j = 1,...,5) et le genotype: (: = 1,2), mesué chez la souris (I = 1,...,4); g;
repesente I'effet du gnotypei, r; celui du gimey, G, celui du gnek, gr;; repesente I'effet
de l'interaction du @notypei et du egimek, gG;;. I'effet de I'interaction du gnotypei et du
genek, Gy, I'effet de l'interaction du regimeg et du genek et grG,j;, repesente l'interaction
d’ordre 3 combinant le gnotypei, le regime; et le genek. On suppose que legsiduse;;,; du
mockle sont inépendants et identiquement disti@susuivant une loi normale de moyenne nulle
et de variance?. L écriture d’un tel modle suppose que legges sont tous de@me variabilié.
Cette hypothse est discutable (en effet la figi® montre clairement quelquegiges fortement
variables) ; nous verrons par la suite comment lever cette hipeth partir de ce modle, on
peut estimer les effets principaux des 12Mgs, effectuer des comparaisons de moyeatiagle
du test de Fisher, puis éper des corrections pour des tests multiples afin deregges g¢nes
surexprinés ou sous-exprias selon le gnotype et le&égime.

Dans cette@quence de tests, les variances daweg sont suppésségales, contrairement aux
tests de Student de comparaison de moyenne&gane et @notype pour unégne fixe. Ce dernier
cas revient écrire une moéle d’ANOVA par gene, sous la forme suivante

Yijl = gi T 15+ grij + €iji (8.3)

ou les notations utilises ici sont identiquea celles du moéle 8.2). Ici, il est recessaire de
faire autant d’analyses de variance que deagetudés (soit 120 dans notre exemple) mais nous
disposerons d’une variance estiepar gne. Toutefois une telle analyse n’est pas toujours recom-
mancke car ené&gle grérale le nombre d’observations parg est &s faible, ce qui condué

des estimations de variancegsrpeu pecises. Notons cependant que ces 120 analyses conduisent
a 120 estimations des 10 effgtsnotype; x regime;. Un mockleéquivalent, mais utilisant simul-
tarément I'ensemble des doaes pour estimer les paraires, secrit comme le moele @.2) en



6. Exemple : nutrition chez la souris 123

posant

var(eijr) = 072 .- (8.4)

D’autre part, entre le made @.2), supposant toutes les variances deseagégales, et le
mockle 8.4) supposant une variance difente pour chaqueege, il est possible d’ajuster un
mockle internédiaire prenant en compte lestiroceréités de variances de I'expression deses,
en cefinissant simplement des groupes @émeps de variabild homogne (Robert-Gragiet al,,
1999; Foulleyet al, 2000; San Cristobagt al, 2002). Ainsi, sur les 120&nes analyss, un
histogramme des variances nous a conduifinir trois groupes deénes ayant des variabi-
lités tes differentes : un groupe contenant lesngsFAS, G6Pase, PAL et S14, présentant
des variabilies Esiduelles importantes (variances srpuresa 0.02); un deuxime groupea
variabilitt mockrée (variances comprises entre 0.009 et 0.02), comprenanéhes@YP2c29,
CYP3A11, CYP4A1Q CYP4A14 CYP8b1, GSTmuGSTpi2, L-FABP, Lpin ,Lpinl ,TRa et
cHMGCoASenfin un dernier groupa faible variabilié (variances irérieuresa 0.009), contenant
'ensemble des autree.‘agesA partir de ces trois groupes de&mes, nous pouvons construire un
mockle dont la variance@pend de cette nouvelle variadérois classes. Le metk sécrit encore
comme les moeles 8.2) et (8.4) en posant cette fois

var(eiju) = o, (8.5)

ouh = {1, 2,3} repesente 'indice d’Bterogereité de variance.

Nous pouvons ainsi comparer lesrgs diferentiellement exprigs selon les 3 mades :

e Modele 8.2), mockle d’ANOVA avec une unigue variance pour I'ensemble daseg ;

e Modele 8.4), mockle d’ANOVA avec une variance défente par gne ;

e Modele 8.5, mockle d’ANOVA avec trois groupes de variances diintes.

Notons que le mogle 8.4) implique I'estimation de 120 variances difentes, alors que le
mockle 8.5 ne recessite I'estimation que de trois pakgtnes de variances; ce dernier est donc
beaucoup pluéconome en nombre de paratmesa estimer. Enfin, d’'un point de vue technique et
opérationnel, la mise en oeuvre de ces led peuttre €ali€e en utilisant la fonctiolme du
logiciel statistique R ou la préduremixed du logiciel SAS.

6.3 Synthese des tests multiples

L'objectif de I'analyse statistique est d&t@rminer quels sont leseges diferentiellement
exprimés entre les 2@notypes et les 2egimes. Quelle que soit lagthode statistique utilée,
il existera une probabikt non nulle (risque de preerie espcea) de cetecter des faux positifs
(génes @clags differentiellement exprigs alors qu'ils ne le sont pas) et une autre proba&bilit
non nulle (risque de deuxine espce3) de ne pa£tre capable dealecter des @nes eellement
differentiellement exprigs (faux iegatifs). Il est bien entendu souhaitable de minimiser ces deux
probabiliés d'erreur sachant que, toutes chosgales par ailleurs, la seconde augmente quand
la premére diminue eté&ciproguement. Le test de Student est courammentéip@ir tester
I’ égalie de deux moyennes (I'hypathe nulleétant de consierer que les moyennes des inteesit
des signaux d’'un@ne doni dans chaque condition 1 et 2 ségtles). Ainsi, quand la statistique
de Student exede un certain seuil bendant du risque de preimé espcea choisi, geréralement
5%), les niveaux d’expression deémgeétudie entre les deux populations tess sont consatées
comme significativement défentes. Lorsque I'on souhaite tester plus de deux conditions, le test
de Fisher, qui est une extension du test de Student, eséuliligypothese nulle constitue I'absence
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d’expression diferentielle d’un g@ne entre les diverses conditions et I'hygsth alternative montre
une difference d’expression.

Enfin, prendre un risque de 5% dans uneé&kpentation @ 10 000 @nes, par exemple, sont
etudés simultaBment peut conduira obtenir 500 faux positifs, ce qui est parfaitement inaccep-
table. C’est pourquoi oréite propoges des modifications du test de Student detegdt I'analyse
du transcriptome (&thodes de Bonferroni, FWER, FDR...). Le lecteur souhaitant &islsl sur
ces approches peut sefarer, par exemplea Benjamini & Hochberg (1995), Bland & Altman
(1995), Dudoitet al. (2002) ou Speed (2003).

La méthode de Bonferroni, rappelons le, est urghnde qui ne permet pas un strict cofdr
de «, mais qui en donne une majoration. Pour avoir un risque glab#lfaut que chacune des
p comparaisons soit effede avec un risque’ = «/p. En pratique, Bonferroni fournit une liste
de genes diférentiellemnt expriras dans laquelle on cobte le nombre de faux positifs. Mais,
lorsque le nombre desges est grand, cette liste est souvent vide.

En ¢eréral, on pésente ces taux d'erreurs dans le tablkeau

Pour revenira notreétude,a partir de chaque meéte propoé dans le paragraphegeédent,
nous pouvons rechercher lesrges diferentiellement exprids entre les deuxémotypes regime
fixé (120 comparaisons pour chacun deg@mes) ou entreégimea genotype fixe (1200 com-
paraisons par&notype), ce qui conduit effectuer 3000 comparaisons. Le tabl@aprésente le
nombre de gnes &lectionrés selon les trois médes consiérés et selon le test ou I'ajustement
utilisée (Student, Bonferroni, Benjamini-Hochberg qui correspihidpproche FDR).

TAB. 8.2 —Nombre de g§nes &lectionrés selon le maele et le test utiligs.

Tests Modele 8.2) | Modele 8.4) | Modele 8.5
Studenta 5% 85 103 97
Student 1% 55 65 67
Benjamini-Hochberg 5% 44 56 59
Benjamini-Hochberg 1% 35 40 38
Bonferronia 5% 53 62 65
Bonferronia 1 pour mille 18 19 21

On peut remarquer que le nombre dengs &lectionres est peu diéirent selon le maxe
utilisé et que, globalement, les trois nadels €lectionnent le l@me groupe deémes. Les petites
differences sont principalemeridisa I'ordre de glection de cesanes.

D’autre part, on peuta partir de crigéres de slection de moéle tels que le critre d’Akaike
(AIC; Akaike, 1974) ou le criére de Schwarz (BIC; Schwarz, 1978), ou encore en effectuant un
test du rapport de vraisemblance, choisir le #lede plus adquat.

Le tableau8.3 présente les valeurs des ériés AIC et BIC pour les trois métes mis en
competition.

Le meilleur mo@le est celui pour lequel les valeurs desarat -2AIC ou -2BIC sont les plus
petits. Dans les deux cas, il s’agit du nédel @.5).

Le test du rapport de vraisemblance consiste, gadmni; a comparer deux maédes embtiés
(par exemple,§&.2) vs(8.4)) ; 'hypothese nulle consiglée suppose alors que toutes les variances
sontégales. La statistique du rapport de vraisemblarggmssite de calculer la diifence entre
les logarithmes des vraisemblances sous chacun des dewteso8ous I'hypotkse nulle, cette
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TAB. 8.3 —Valeurs des critres AIC et BIC.

Modeles| -2AIC | -2BIC
(8.2 |-6576.9] -6570.7
(8.4 | -6946.6| -6612.1
(8.5 | -7044.5| -7036.2
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FiG. 8.5 —Souris : repésentation sur le premier plan principal de I'ACP du logarithme des p-
value des gnes diférentiellement expriés entre les deuxémotypes régime fie.

statistique suit asymptotiquement une loi de khi-deux dont le nombre dé dediberé estégal
a la difference des nombres de pagmsa estimer sous chacun des deux kled consiérés. Si
nous effectuons ces diffents tests du rapport de vraisemblan8e2((vs(8.4), (8.2) vs(8.5), (8.4)
vs(8.9), il en ressort que le made 8.5), avec trois groupes de variances, est encore le meilleur.

A partir de ce modle 8.5), on peut estimer les d#éfents effets du made, et s'inéresser
aux differences d’expression desrges entre gnotypesa regime fiXé ou encore aux diérences
d’expression desanes entreggimesa genotype fix.

En raison de la multiplicé des tests, la correction projgespar Benjami & Hochberg (1995)
a éte utiliste. Lorsque nous congitbns les diffrences d’'expression degrges entre gnotypes
a regime fxé, I'hypothese nulle ref@sente I'absence d’expression difintielle d’'un gne entre
les deux gnotypes. On peut visualiser 'ensemble desutats dep-valuesde ces diférents tests
en effectuant une ACP ceif sur le logarithme dgsvalues les genes en ligne et leggimes
en colonne. La figur8.5présente le premier plan principal desngs diferentiellement expriés
entres les deuxémnotypesa regime fixe. Les deux premiers axes principaux agantent 93%
de la variance totale. Pour des raisons de visthiliés Esultats sont @senés sur les 59 gnes
differentiellement exprigs selon le magle 8.5 et en utilisant la correction de Benjamini &
Hochberga 5% (Tab8.2).

On observe que lesegesCYP3A1l CYP4Al10 CYP4Al4 L.FABP, PMDCIlet THIOL
différencient les deuxémotypes pour lesegimesdha, lin ettsol . Certains de cesémes
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FIG. 8.6 —Souris : repEsentation sur le premier plan principal de I'ACP du logarithme des p-
value des gnes diferentiellement expriés entre les&gimes pour le gnotypeWTa gauche et
PPARAa droite.

présentent des expressions constitutive€difiitielles entre les souris des deéxgtypes. De plus
ces @nes sontéguks positivement par ces troisgimes riches en acides gras polyinsasut’'une
famille particulere ©Oméga 3pourdha etlin  etOméga 6pourtsol ) chez les sourisVTalors
gue la egulation de plusieurs de cesrges est attrée chez les souris PPAR. LesrgeanHMGCO0AS
PECI etBIEN apparaissent dans le contraste enfrraiypes pour leégimedha, alors que les
geneS14 et FAS apparaissent pour l€gimeefad . Les souris des dewégotypes @sententd
encore desagulations difeérentielles de cesapes, soulignant ainsi I&le du Ecepteur PPAR
dans ces modulations d’expression proveegipar lesagimes alimentaires.

La méme approche sur les effets @iféntiels entre couples dégimes,a ¢genotype fie,
est gali®e. Les regrsentations de la figur@ 6 présentent le premier plan principal desngs
differentiellement exprigs entre &gime pour le gnotypeWT(a gauche) et pour leémotype
PPAR(a droite). Les deux premiers axes, pour chacune des figureésegpent respectivement
79% et 78% de la variance totale. LesngsLpin etLpinl apparaissent dans des contrastes
impliguant le égimeefad pour le genotypeWT et le Egimetsol pour le ggnotypePPAR Le
geneCYP3Allest implige dans le @gimedha, quel que soit le gnotype. Les gnesFAS et
S14 apparaissent dans les contrastes impliquarédéneefad pour le genotypeWT alors que
le méme gneFASapparit dans les contrastes impliquant é&gimeref pour le genotypePPAR
L'ensemble de ces€sultats confirme le€sultats obtenus pour I'ACP.

6.4 Modeéle mixte

Les sourisétant issues d’'une ligre consanguine, elles o€ consi@rees dans un premier
temps comme deg&pétitions incependantes et identiquement distéba. Cependard,l'aide d’'un
mockle linéaire mixte, chaque souris pegtre consiéree comme un tirage&dtoire dans une
population plus large de souris. Le n@de linaire mixte mis en oeuvreé&rit

Yijel = 9i + 75 + Gr + grij + 9Gix + Gk + grGiji + souris; + €fjy, (8.6)

ou souris; repesente l'effet @atoire de la sourig avecsouris; ~ N(0,02), les differentes
realisationgtant indépendantes, ef;; repiesente lesasidus, avee;;;; ~ N'(0,0?2), les sidus
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étant in&épendants entre eux et iepkendants de I'effet @htoire souris.

Dans ce cas, les estimations des composantes de la variance sont pour la vasanee
ris» de 0.001 et pour la variancésiduelle de 0.007. La variab#iindivuelle est &s faible. La
variance des observations est identigueelle obtenué I'aide d’'une ANOVA (moele a effets
fixes) puisque nous sommes dans le cadre d’un@iiilibré et que la rathode d’estimation pour
le mockle mixte est la rathode du maximum de vraisemblance restreinte (REML). Nous pouvons
égalementtendre ce magle aux cas de variancessiduelles Brognes, comme était le cas
dans le modle 8.5).

L'application du moéle linéaire mixte est beaucoup plus apprépridans le castoes varia-
bilités dues la techniquea la diversié gerétique, aux gnes de la biopuce, ont un @mét. C'est
le cas dans €étude transcriptomiqueedrite dans Bonnaeit al. (2004) dans laquelle le logarithme
du signal est moglisé en fonction des facteurs membrane, truie, aiguille (ou bloc), jour d’hybri-
dation, et des covariables logarithme de I'intesiti bruit de fond et de I'hybridation en sonde
vecteur. Apes unettape de choix de metke @ l'aide du test de Fisher), le mele lineaire mixte
permet d’appehender et de quantifier la part de variabilitue aux diferentes sources de varia-
tion. La part de variabilé duea la diversié gerétique repesente 8%, celle duela technique 4%
et celle due aux @nes 75%. Toute igfence base sur ce mogle sera valide pour tout animal,
toute membrane... caréchantillonnage des animaux, des membranes... deétatte, dans une
population plus large d’animaux, membranes... est pris en compte. @oerdigs membranes (par
exemple) comme effets fixes dans ce mledaurait entimé des conclusions valides uniquement
sur les membranes de I'egpence. De plus, une structure de covariance non diagonale est prise
en compte par ce méte mixte puisque deux signaux d'uné€&me membrane seront celgs, la
corrélationétantégale o

2
membrane/gtotale'
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En guise de conclusion

Ce document exploreajh une grande vaates d'approches statistiques @ctiant de les adap-
ter au mieux aux caragtistiques tes particuleres des dorées d’expression. &anmoins, beau-
coup d’autres approches sont encore possibles mais, faute de place ou é¢ecmem elles ont
été lais€es de 6te comme les maeles de relange. Baccini et col. (2005) proposent d’ailleurs, sur
le méme jeu de dorées, d’'autres approcheatbase de discrimination : plittque de rechercher
guelles sont les@nes dont on peut dire qu'ils sont significativementétiéhciellement expriés,
on peut rechercher un sous-ensembleateeg permettant la construction d’'un meilleur rlecde
prédiction des groupes @chantillons. Par exemple quels sont léags qui permettent de discri-
miner au mieux les deuxegotypes de souris ou encore, plus difficle, lestdéhts egimes.

Déja au niveau de ce coursgtude @rouke sur I'exemple des doéas de nutrition permet
de mettre en exergue le fait qu'il n’existe pas “uneétimode unique qui permettraient de traiter
des donges d’expression. La question "Quell@&thode dois-je utiliser pour traiter mes dées
d’expression ?” n'a pas de sens. En revanehae question gcise du type "Puis-je effectuer une
partition des gnes ?”, une @hode statistique (ici la classification) peut apporteradisients de
réponses par des sorties nemgues et/ou des graphiques maisédpanse pEcisea la question
ne peutétre appoke que par le praticien qui sait integper les esultats statistiques en termes
biologiques. Finalement, chaqué&thode ou technique statistique aséeéi differents jeux d’op-
tions (comme diférentes ratriques) fournit diferentesoptiquespour appehender les doraes.
Seule une forte interaction entre le biologiste et le statisticien est susceptible d'abdasrin-
terpretations cobrentes dessultats afin dbaucher des nouvelles pistes de recherche pertinentes
et prometteuses.
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Chapitre A

Annexes

1 Analyse canonique

A : Corr élations entre genes

PMDCI
THIOL
CYP3A11
CYP4A10
CYP4A14
Lpin
Lpinl
GSTmu
GSTpi2
S14

PMDCI
THIOL
CYP3A1l1
CYP4A10
CYP4A14
Lpin
Lpinl
GSTmu
GSTpi2
S14

PMDCI

1.00
0.84
0.79
0.85
0.75
-0.15
-0.12
0.42
0.44
0.09

Lpin

-0.15
0.07
-0.02
-0.23
-0.29
1.00
0.97
0.11
-0.15
0.58

THIOL

0.84
1.00
0.74
0.80
0.70
0.07
0.09
0.57
0.36
0.33

Lpinl

-0.12
0.09
-0.03
-0.20
-0.28
0.97
1.00
0.06
-0.12
0.59

B : Corr élations entre acides gras

C16_0
C18_0

C18_1n_9
C18_1n_7
C18_2n_6
C20_4n_6
C22_5n_6
C18_3n_3
C22_6n_3

C16_0

1.00
0.56
-0.20
0.11
-0.66
0.18
-0.06
-0.37
0.45

C18 0

0.56
1.00
-0.84
-0.57
-0.08
0.55
0.27
-0.08
0.57

CYP3Al1l CYP4A10 CYP4A14
0.79 0.85 0.75
0.74 0.80 0.70
1.00 0.76 0.74
0.76 1.00 0.89
0.74 0.89 1.00
-0.02 -0.23 -0.29
-0.03 -0.20 -0.28
0.62 0.44 0.53
0.60 0.42 0.42
-0.03 0.08 -0.11
GSTmu GSTpi2 S14
0.42 0.44 0.09
0.57 0.36 0.33
0.62 0.60 -0.03
0.44 0.42 0.08
0.53 0.42 -0.11
0.11 -0.15 0.58
0.06 -0.12 0.59
1.00 0.45 0.09
0.45 1.00 -0.27
0.09 -0.27 1.00
C18 1n.9 C18 1n_7 C18 2n_6 C20_4n_6
-0.20 0.11 -0.66 0.18
-0.84 -0.57 -0.08 0.55
1.00 0.80 -0.23 -0.36
0.80 1.00 -0.56 -0.17
-0.23 -0.56 1.00 0.15
-0.36 -0.17 0.15 1.00
-0.23 -0.03 0.28 0.83
-0.22 -0.31 -0.06 -0.37
-0.60 -0.57 -0.03 -0.18
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C20_5n_3 0.26 0.44 -0.56 -0.46 -0.19 -0.39
C22_5n_3 0.18 0.29 -0.41 -0.38 -0.22 -0.44
C22.5n. 6 C183n3 C226n3 C205n3  C225n3
C16_0 -0.06 -0.37 0.45 0.26 0.18
C18_0 0.27 -0.08 0.57 0.44 0.29
C18_1n_9  -0.23 -0.22 -0.60 -0.56 -0.41
Cc18_1n_7  -0.03 -0.31 -0.57 -0.46 -0.38
C18_2n_6 0.28 -0.06 -0.03 -0.19 -0.22
C20_4n_6 0.83 -0.37 -0.18 -0.39 -0.44
C22_5n_6 1.00 -0.32 -0.39 -0.44 -0.44
C18.3n.3  -0.32 1.00 -0.02 0.48 0.40
C22.6n_3  -0.39 -0.02 1.00 0.59 0.59
C20_5n_3  -0.44 0.48 0.59 1.00 0.70
C22.5n.3  -0.44 0.40 0.59 0.70 1.00
C : Corr €lations entre genes et acides gras
C16_0 C18_0 C18_1n_9 C18_1n_7 C18_2n_6 C20_4n_6
PMDCI 0.70 0.68 -0.41 -0.14 -0.48 0.33
THIOL 0.75 0.41 -0.06 0.13 -0.62 0.19
CYP3A11 0.62 0.59 -0.52 -0.36 -0.34 -0.01
CYP4A10 0.60 0.51 -0.33 -0.16 -0.33 0.15
CYP4A14 0.45 0.39 -0.30 -0.19 -0.24 0.01
Lpin 0.18 -0.23 0.38 0.28 -0.46 -0.36
Lpin1 0.19 -0.21 0.38 0.27 -0.45 -0.31
GSTmu 0.48 0.14 -0.04 0.13 -0.35 -0.16
GSTpi2 0.35 0.55 -0.55 -0.53 0.07 0.12
S14 0.33 -0.19 0.44 0.48 -0.49 -0.05
C22_5n_6 C18_3n_3 C22_6n_3 C20_5n_3 C22_5n_3
PMDCI 0.07 -0.08 0.41 0.34 0.17
THIOL 0.01 -0.24 0.29 0.23 0.12
CYP3A11 -0.17 0.06 0.72 0.60 0.51
CYP4A10 0.03 -0.08 0.44 0.38 0.10
CYP4A14 -0.08 -0.04 0.53 0.36 0.15
Lpin -0.45 0.16 0.01 -0.02 0.29
Lpin1 -0.45 0.15 -0.00 -0.05 0.23
GSTmu -0.13 -0.33 0.49 0.15 0.38
GSTpi2 -0.14 -0.09 0.66 0.42 0.36
S14 0.01 -0.07 -0.37 -0.16 -0.04

2 Modele lineaire

D : Quelques rappels sur les lois

Loi du Chi-deux

Si X1, Xo,..., X, sont des variables @toiresV (0, 1) et independantes alors

n
Qn = ZXE ~ X%L
i=1
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avec HQ,) = netVar@,) = 2n

Remarques :
La somme de 2 chi-deux igpendantes est aussi un chi-deux.
Une variable du chi-deux est toujours positive.

Loi de Student
SiX ~ N(0,1) etQ ~ x2 avecX et( deux variables ingpendantes alors

X

vam

T, =

Remarque :
Sin — 400, t,, tend vers une loi normal&duite.

Loi de Fisher

SiQ1 ~ X2, etQ ~ X2, avecQ; etQ, deux variables inépendantes alors

Q1/n1
Fn1§n2 = QQ/n2 ~ ‘FTTLLQ1

Théoreme de Cochran

SoientX ~ N(u,X); A et B deux matrices cages, syratriques @’ = A et B = B) et
idempotentes{A = A et BB = B) d’ordren ; a un vecteur a@atoire de R; Q; = X'AX et
Q2 = X'BX, deux formes quadratiques,

Alors,
i. AYXB =0=— Q; et(Q, indépendantes,
ii. AYa=0= @ etd’ X indépendantes,
i [| X — g [P~ xa,
iv. Sirang(A) =r, ¥ =Tetu=0alorsX’'AX ~ 2.
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